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§1 导体 的 静电 场 

涛 观 电 动力 学 的 对 象 是 研究 被 物质 所 充满 的 空间 内 的 电磁 
场 。 和 任何 宏观 理论 一 样 ， 在 电动 力学 中 所 处 理 的 物理 量 是 按照 
“物理 无 限 小 ”体积 元 所 求 得 的 平均 值 ， 对 于 这 些 物 理 量 因 物 质 的 
分 子 糙 构 而 引起 的 微观 变化 , 则 不 威 兴 趣 。 例 如 , 不 采用 电场 强度 
的 实际 “微观 ” 值 e, 我 们 将 研究 它 的 平均 值 , 这 平均 值 表 示 为 
e=E (1. 1) 

对 其 空 内 的 电磁 场 方 程 求 平均 值 ， 就 得 到 连续 媒质 电动 力学 
的 基本 方程 。 这 种 从 微观 方程 变换 到 宏观 方程 的 方法 ， 是 由 工 .A. 
洛 偷 兹 首先 提出 的 。 

宏观 电动 力学 方程 的 形状 和 所 包含 的 物理 量 的 意义 ， 主 要 决 
定 于 媒质 的 物理 性 质 以 及 场 随 时 间 变 化 的 特性 。 因 此 ， 分 别 就 每 
一 类 物理 对 和 象 进 行 推导 和 研究 这 些 方程 , 是 很 合理 的 。 

大 家 知道 ， 所 有 的 物体 按照 它们 的 电学 性 质 ， 可 分 成 两 大 
类 一 一 导体 和 电介质 ， 前 者 和 后 者 的 区 别 是 : 一 切 电场 在 导体 内 引 
起 电荷 运动 , 即 产生 电流 人 了 。 
”我 们 从 研究 带电 导体 所 产生 的 恒定 电场 开始 (导体 的 静电 学 )， 


. 首先 从 导体 的 基本 性 质 可 知 , 在 静电 学 的 情况 下 , 导体 内 的 电场 强 


度 必 须 等 于 零 。 实 际 上 ,不 为 零 的 电场 强度 E 将 引起 电流 的 产生 ; 
面 且 电流 在 导体 内 流动 要 引起 能 量 的 损耗 , 因而 就 不 能 自己 (没有 


@ 但 是 必须 说 明 , 这 里 假定 了 导体 是 均匀 的 ( 措 成 分 、 温度 等 )。 如 后 文 将 讲 到 
的 , 在 不 均匀 的 导体 内 可 能 存在 电场 , 但 不 会 引起 电荷 的 运动 。 


/ 
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-外 加 电源 ) 和 维持 在 稳定 状态 s- . 
由 此 可 知 ， 导体 上 的 全 部 电荷 应 芒 分 布 于 导体 表面 ， 因为 导体 
-内 部 如 果 存 在 电荷 , 必然 在 导体 内 产生 电场 @; 电荷 沿 导 体 表 面 的 
分 布 可 以 这 样 实现 , 使 这 些 电 荷 在 导体 内 部 产生 的 电场 互相 抵 销 。 

因此 , 导体 的 静电 学 问题 , 就 归 车 为 确定 导体 以 外 的 其 空 内 的 - 
电场 和 电荷 沿 导体 表面 的 分 布 。 

在 不 十 分 靠近 导体 表面 的 各 点 处 , 其 空 内 的 平均 电场 E, 事实 
上 和 实在 的 电场 e 相等 。 离 导体 很 近 的 地 方 必须 发 生 了 不 规则 的 
分 子 场 的 影响 , 这 两 个 量 才 有 差别 。 但 是 ,后 一 情况 并 不 会 影响 斑 
均 场 方程 的 形状 。 黄 空 内 的 精确 的 麦克 斯 韦 微 观 方 程 是 

div e=0, (1.2) 


rote=- 寺 时 | (1. 3) 
( 式 中 hh 是 微观 磁场 强度 )。 因 为 假定 下 均 磁场 不 存在 ， 因 而 导数 
字 坡 过 平均 后 变 成 零 ; 于 是 我 们 得 到 ， 其 空 内 的 恒定 电场 满足 普 
通 方 程 : 


divE=0, rot E=0, : 
这 也 就 是 势 为 的 势 场 , 势 和 电场 强 论 的 关系 为 


(1.4) 


并 且 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 
| Apy 一 0. (1. 6) 
电场 记 在 导体 表面 上 的 边界 条 件 ， 可 从 方程 rot 也 = 0 得 出 ， 
这 个 方程 [和 起 始 方程 (1. 8) 一样] 在 导体 外 和 导体 内 都 同样 正确 。 
我 们 选择 导体 表面 某 一 点 的 法 继 方 向 为 * 轴 。 于 是 在 导体 表面 的 
紧邻 近 ; 电场 分 量 刀 , 达到 很 大 的 数值 (由 于 在 很 小 距离 上 存在 一 


”@ 从 下 面 引入 的 方程 (1.8), 可 明显 地 看 出 这 一 点 。 
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有 限 的 电势 差 )。 这 种 很 大 的 场 是 导体 表面 的 一 种 性 质 ; 并且 决定 
于 导体 表面 的 物理 特性 , 但 和 我 们 所 研究 的 静电 学 问题 没有 关系 ， 
因为 当 距 离 达到 珠子 距离 时 ， 它 已 迅速 降落 。 但 是 重要 的 是 ， 导 
体 志 面 如 果 是 均匀 的 ， 那 末 沿 导体 表面 的 导数 全 2， 名 < 仍 保持 有 


限 值 , 尽管 本 身 会 变 成 无 穷 大 。 因 此 , 由 


3E, _92%, 


(rot E );, = 3 > 一 0 


可 知 ， 人 2- 是 有 限 的 。 这 表明 ， 在 导体 才 面 上 ， 了 及 是 连 强 的 (因为 


EB, 的 突变 表明 导数 二 2 癌变 为 无 穷 大 )。 同 料 如 。 也 是 如 此 ， 但 是 因 


为 在 导体 内 总 是 EE 二 0, 所 以 我 们 得 到 竺 论 : 在 导体 表面 上 ， 外 电场 
的 切 向 分 量 必 须 变 为 需 : : 
Ei=0. | : Ct 
由 此 可 网 ,在 导体 表面 的 每 一 点 处 , 静电 场 应 垂直 于 导体 表面 。 因 


为 EE== 一 grad 9， 因 而 这 表明 在 任何 导体 的 全 部 表面 上 , 电场 势 应 


为 常数 。 换 句 话 襄 , 均匀 导体 的 表面 是 静电 场 的 等 势 面 。 

垂直 于 导体 表面 的 电场 分 量 和 分 布 于 导体 表面 的 电荷 密度 之 
问 ， 存 在 一 个 非常 简单 的 关系 ， 这 关 条 可 从 普 逼 的 电动 力学 方程 
dive 一 4zrp 得 出 , 这 方程 经 平均 后 给 出 
divE=4r5， (1. 8) 
式 中 万 是 平均 电荷 密度 。 大 家 知道 ,这 方程 写成 积分 形式 表明 , 通 
过 闭合 面 的 电 通 量 等 于 这 闭合 面 所 包围 的 体积 内 的 总 电荷 ( 乘 上 
47)。 把 这 定理 应 用 到 无 限 千 近 的 两 个 单位 面积 所 包 图 的 体积 元 
上 (两 单位 面积 的 两 侧 和 导体 面 接触 )， 并 考虑 到 在 内 面 的 面积 上 
EE 一 0, 于 是 得 到 ==4mo, 式 中 是 电荷 的 面 密 度 , 也 就 是 导体 玫 
面 单位 面积 上 的 电荷 。 因 此 , 导体 表面 的 电荷 分 布 , 由 下 式 给 出 
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4mx= 肋 = 一 守 (1. 9) 
【声势 导数 取 在 导体 表面 的 外 法 和 线 方 向 )。 导 体 上 的 总 电荷 为 
-1 69 
| 0 
式 中 的 积分 对 导体 的 全 部 表面 进行 。 


任何 静电 场 内 的 电势 分 布 ， 具 有 下 面 一 种 奇异 性 质 ， 势 画 数 
Flw.y、z) 只 在 电场 区 域 的 边界 上 有 极 大 值 或 极 小 值 。 这 个 定理 也 
可 表述 成 这 样 的 吝 法 : 带 到 电场 内 的 就 脸 电 荷 。 不 可 能 保持 稳定 
平衡 , 因为 在 电场 内 , 没有 任何 一 点 处 的 势能 ep 是 极 小 值 。 

这 个 定理 的 证 明 是 非常 简单 的 。 例 如 ， 我 们 假 谱 在 某 一 点 4 
处 (不 在 场 的 边界 上 ) 电 势 有 极 大 值 。 于 是 我 们 可 以 用 一 个 很 小 的 


封 并 面 把 4 点 包 图 起 来, 在 封闭 面 上 各 处 的 法 向 导数 也 一 0。 因 而 
逼 这 个 面 的 积分 | 了 2df 一 0。 但 是 由 于 拉 普 拉 斯 方程 : 
39 yp a 
z |PBaf= |avar =0, 
这 是 和 假设 相 了 矛盾 的 。 
§ 2。 导 体 的 静电 场 能 量 
现在 我 们 来 计算 带电 导体 的 静电 场 的 总 能 量 gp: 
本 
Y= | .yD 
. 式 中 的 积分 对 导体 外 的 全部 空间 进行 。 我 们 把 这 积分 变换 如 下 : 
@ 在 方 如 并 不 和 导体 表面 附近 以 及 导体 内 (此 处 如 =0, 当然 可 关 0) 的 实在 扬 


的 均 方 值 瑟 相等 。 在 计算 积分 (2. 了 1 时 ,我 们 略 去 了 不 感 兴趣 的 导体 的 内 能 和 电荷 与 
导体 表面 的 亲 和 能 。 
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= 一 页 人 下 sadg'iz= 一世 -jdiv(gE)ay+ 
S87 S77 


+ 二 |pdivEar. 
由 于 (1. 4) 式 ， 第 二 个 积分 变 为 雾 ， 而 第 一 个 积分 可 以 变换 成 逼 包 
图 场 的 导体 表面 和 小 无 限 远 表面 的 积分 。 但 是 ， 后 一 积分 由 于 场 


在 无 穷 远 处 训 减 得 相当 快 , 因而 变 成 堆 。 用 下 角 标 a 表示 导体 , 大 
用 qa 表示 每 个 导体 上 的 恒定 电势 值 , 于 是 得 到 


二 
UW 一 吉 - 三 | pBndf = 如 >. Bndf. 


末了 ， 根 据 (1. 10) 式 引入 导体 的 总 电荷 ee， 于 是 最 后 得 到 下 列表 
达 式 : 
人 W= 计 eaye， (2. 2) 


这 个 式 子 和 点 电荷 系统 的 能 量 表达 式 相 类 似 。 

导体 的 电荷 和 电势 不 可 能 同时 用 任意 方式 给 定 ; 在 它们 之 问 
存在 一 定 的 关系 。 由 于 黄 寄 内 的 场 方 程 是 炎 性 和 齐 浆 的 ， 因 而 这 
种 关系 也 必须 是 楼 性 的 , 即 可 用 下 列 的 关系 式 表 示 : 


ea 一 Casps, (2. 3) 
b 


式 中 的 量 Caa、 Oas 是 长 讼 的 量 网 ,并且 取决 于 导体 的 形状 和 它们 
的 相互 位 置 。 量 Cuc 称 为 电容 系数 , 而 量 OssCa 二 5) 称 为 静电 感应 
系数 。 特 别 是 , 如 果 只 有 一 个 导体 ; 则 e。 一 OCg, 其 中 CO 是 电容 ; 电容 
的 数量 级 和 导体 的 硬度 相同 。 用 电荷 表示 电势 的 逆 式 是 


@ 在 这 里 和 下 面 , 变换 体积 分 为 面积 分 上 时， 必须 注意 ,En 是 导体 外 法 米 汶 向 上 
章 包 场 分 量 , 这 个 方向 和 进行 体积 分 的 区 域 ( 序 导体 外 的 组 闻 ) 的 外 法 重 方 向 相反 。 办 
此 , 在 变换 时 积分 的 正 负 号 政变 。 
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pa 二 之 Ca5ew ; (分 . 4) 


式 中 系数 Ca 所 租 成 的 矩阵 是 系数 Cas 所 和 组 成 的 矩阵 的 逆 算 阵 。 
现在 来 言 算 导体 系统 当 其 电荷 或 电势 发 生 无 穷 小 变化 时 的 能 
量变 化 。 将 初始 方程 (2. 1) 变 分 , 我 们 得 到 


52l |ESEdV, 
47 


这 个 表达 式 可 以 用 两 种 等 效 的 方法 进一步 变换 。 代 大 开 = 一 
一 grad y, 并 注意 到 变 分 后 的 场 , 和 初始 场 一 样 , 满足 方程 (1. 4)( 因 
而 div3PE 一 0), 于 是 我 们 有 


8 = = | grad 9. 8 EaV = -vee)ar = 
1 
二 a pe 中 spa 
或 者 最 后 写成 
8U = > ,yu8eo， (2. 5) 


也 训 是 我 们 得 到 用 电荷 变化 所 表示 的 能 量变 化 。 但 是 , 显而易见 ， 
这 精 果 也 就 是 将 无 穷 小 电荷 3ea 从 无 穷 远 处 (区 电场 势 等 于 规 ) 带 
到 给 定 导体 上 所 必须 作 的 功 。 

二 方面 , 可 以 写 出 


3 入 = -让 [Ee 39:dy = -可 [av (eapar= 
-去 于 ar。 bm, df， 
或 者 写成 
8U= > eadpa, | (2. 6) 


$2. 等 体 的 荐 电场 能 量 ? 
也 就 是 能 量变 化 可 用 导体 的 电势 变化 来 表示 。 

公式 (2. 5) 和 (2. 6) 指 明 , 将 能 量 代 对 电荷 求 微分 , 我 们 就 得 到 
导体 的 电势 , 而 人 U 对 电势 的 导数 给 出 电荷 值 : 








9 Fea, (2. 7) 
另 一 方面 , 电势 和 电荷 互相 为 线性 画 数 。 利 用 (2. 3) 式 , 我 们 有 
a des 
ayc3g。 Dpa 
改变 微分 的 次 序 , 我 们 得 到 Ces。 由 此 可 见 ， 
Cas = Oba 8 (2. 8) 
(同样 C 权 一 C55)。 于 是 能 量 色 可 以 表示 成 电势 或 电荷 的 二 区 式 : 
人 一 言 壮 Coogogs 一 于 于 Cone (2. 9) 


”这 个 二 次 式 和 初始 式 子 (2. 1) 一 样 , 必须 取 有 限 的 正 值 。 从 这 条 件 
可 导出 系数 Cos 所 满足 的 不 等 式 。 特 别 是 ， 全 部 电容 系数 都 是 
正 的 : 


Oua>0. (2. 10) 
《以 及 Cais 宝 0) 吕 
”相反 地 , 全 部 表 电 威 应 系数 都 是 货 的 : 
Cas<0, (a#6). | . ££ (2.11)., 


从 下 面 的 简单 讨 某 ， 可 以 明显 地 看 出 这 种 情况 。 假 设 全 部 导 
体 , 除 其 中 第 a 个 导体 外 ,一律 接 地 , 也 就 是 说 , 它们 的 电势 都 等 于 
老 。 于 是 由 第 个 带电 导体 在 某 一 导体 上 上 所 感 生 的 电荷 等 于 
es 二 Osopa。 十 分 显然 ， 感 生 电荷 的 正 负 号 和 感应 电势 的 正 负 号 相 
反 ， 因 而 Ce 一 0。 根 据 静 电场 的 电势 在 导体 外 不 可 能 达到 极 大 值 
和 极 小 值 , 可 以 更 严格 地 证 明 这 一 点 。 例 如 , 假设 唯一 未 接地 的 导 


@ 我 们 也 可 证 明 , 在 (2.3) 式 为 正 值 的 条 件 下 , 还 出 现 不 等 式 : CaaCb5>>C2 ,。 
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体 的 电势 洒 pa 二 8。 于 是 在 性 部 空间 内 ， 电 势 也 将 是 正 的 , 只 在 接 
地 导体 上 , 电势 才 达 到 最 小 值 ( 震 值 )。 由 此 得 出 ,在 接地 导体 的 表 


面 ,电势 的 法 向 导数 3 99 是 正 的 ， 而 技 照 (1. 10) 式 ， 它 们 的 电荷 是 


负 的 。 

根据 相似 的 考虑 , 可 以 证 明 C033 之 0。 

导体 的 静电 场 能 量具 有 某 种 极 值 的 性 质 , 忧 然 , 这 性 质 与 其 说 
是 物理 的 特征 , 无 定 说 是 一 种 形式 的 特征 。 为 了 导出 这 种 性 质 , 我 
们 假设 导体 上 的 电荷 分 布 发 生 了 一 无 穷 小 的 变化 (但 每 个 导体 的 
总 电荷 不 变 ), 因而 电荷 也 有 可 能 落 入 导体 的 内 部 ; 这 时 我 们 撤 开 
不 均 这 种 电荷 分 布 实际 上 不 可 能 是 稳定 的 。 现 在 我 们 来 研究 相应 
的 积分 的 变化 : 


w= 起 |Par ， 
这 个 积分 现在 必须 扩展 到 全 部 空间 , 包括 导体 本 身 的 体积 在 内 ( 因 . 
为 电荷 移动 以 后 ， 电 场 王 一 般 谣 来 在 导体 内 部 也 不 为 零 )。 我 们 
写 出 
8U = -|erad p+3Edy — 

47 。 


oy 让 Jaiv (g.8E) d+? div8Edy. 
477 477 


第 一 个 积分 变换 成 对 无 穷 远 表面 的 积分 以 后 变 成 堵 。 在 第 二 个 积 
分 内 , 由 于 (1. 8) 式 , 我 们 得 到 div3 瑟 一 4r3P, 因此 ， 

3 和 = [93Par. 
但 是 如 果 了 相应 于 实在 的 静电 场 , 这 个 积分 变 成 需 , 因为 在 这 种 情 
况 下 , 在 每 个 导体 内 部 ,9 一 常数 , 而 积分 |8Ba7 对 导体 的 全 部 体 
积 进行 积分 后 等 于 雳 , 因为 导体 的 总 电荷 保持 不 变 。 


$ 2 虹 体 的 静电 场 能 县  - 9 


,由 此 可 见 , 鞭 实 的 静电 场 能 量 , 和 电荷 治 导 体 体 积 作 共 他 任何 
分 布 时 所 产生 的 电场 能 量 比较 ， 为 极 小 值 @( 渴 姆 逊 定理 )。 

具体 地 说 , 从 这 定理 可 以 得 出 这 样 的 结果 : 将 不 带电 的 导体 带 
到 给 定 电荷 (带电 导体 ) 的 电场 内 ， 则 使 电场 的 总 能 量 减 小 。 为 了 
证 明 这 一 点 ， 我 们 只 要 上 比较 一 下 未 带电 导体 引入 后 所 建立 的 黄 实 
电场 的 能 量 和 相应 于 被 引入 的 导体 上 不 存在 威 生 电荷 时 的 蕊 电场 
能 量 , 就 足够 了 。 第 一 种 能 量 因为 是 可 能 的 极 小 值 , 所 以 小 于 第 二 
种 能 量 ， 而 后 者 则 和 原来 电场 的 能 量 相 等 (因为 不 存在 万 生 电 荷 ， 
电场 “ 透 入 "导体 内 部 而 无 任何 变化 )。 这 一 精 果 也 能 够 表述 成 另 
”一 种 形式 : 离 虽 荷 系统 很 远 的 不 可 电 导体 ， 会 受到 电荷 系统 的 
吸引 。 

最 后 可 以 证 明 , 带 到 静电 场 内 的 导体 (带电 的 或 不 带电 的 ), 只 
在 电力 的 作用 下 ， 一 般 不 可 能 保持 稳定 斑 衡 。 这 个 葵 断 推广 了 前 
一 节 末 尾 所 证 明 的 点 电荷 的 相似 定理 ; 由 和 结合 应 用 点 电荷 定理 和 
汤姆 地 定 理 ， 就 可 以 得 出 这 种 论断 ; 我 们 在 这 里 不 准备 作 相 应 的 
讨 葵 。 
”用 公式 (2. 9) 来 寻 算 各 个 导体 个 此 分 开 有 限 距离 的 导体 系统 - 
的 能 量 是 非常 方便 的 ,但 是 要 计算 均匀 外 电场 区 (可 以 想像 为 由 无 
穷 远 处 的 电荷 所 产生 的 ) 内 未 带电 导体 的 能 量 , 则 需要 作 特 别 的 研 


究 。 根 据 (2. 2) 式 , 这 能 量 等 于 公 一 去 op， 其 中。 是 产生 电场 的 远 
处 电荷 ， 而 9 是 所 研究 的 导体 在 电荷 。 所 在 的 点 处 所 产生 的 电势 
(从 5 内 消去 了 电荷 。 在 其 本 征 场 内 的 能 量 , 因为 它 与 我 们 要 计算 


的 导体 能 量 无 关 )。 导 体 的 电荷 虽然 等 于 需 ， 但 在 外 电场 的 作用 
下 , 导体 得 到 电 偶 极 扎 ,我 们 用 弥 表 示 它 。 大 家 知道 ， 电 侦 极 子 在 


@ ”我 们 在 此 处 不 准备 答 出 简单 的 丑 葵 ， 以 昼 明 我 们 所 指 的 是 极 小 值 ， 而 一 般 不 
”是 指 极 值 。 ! , . 
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很 大 距离 r 处 的 声势 是 一 SSE。 因此 


旧 是 了 是 电荷 。 所 产生 的 电场 强度 多 。 所 以 
人 一 一 于 GE (2. 12) 


因为 全 部 场 方程 都 是 网 性 的 , 因而 十 分 显然, 偶 极 所 2 的 分 量 
是 电场 强度 多 的 分 量 的 线性 画 数 。 多 和 区 间 的 比例 系数 的 量 移 
是 长 度 的 立方 , 因而 和 导体 的 体积 成 正比 : 
FD, =VaipC,, (2. 13) 
式 中 系数 aix 只 与 导体 的 形状 有 关 。 公 部 的 Taix 量 组 成 一 个 张 量 ， 
称 为 导体 的 极 化 率 张 量 。 这 张 量 是 对 称 的 : ais= aki( 这 一 其 断 的 
证 明 昂 $ 11)。 相 应 地 , 能 量 (2. 12) 可 以 写成 下 列 形 式 : 
WU= -VawEsE,. ” (2.14) 


例题 


11. 就 用 系数 Cus 表示 由 两 个 导体 (所 带 的 电荷 为 士 e) 所 租 成 的 系统 的 
互 电容 C。 
解 ， 两 个 导体 的 互 电容 定义 为 下 列 关 系 式 中 的 系数 : 
ee =OC(92 ~ 91), 


于 是 导体 系 远 的 能 量 用 C 夫 示 为 %= 区 。 和 (2. 9) 式 比较 , 我 们 得 到 


去 =G5 :一 td -Re 
2. 设 点 电荷 e 位 于 接地 导体 系统 附近 的 O 点 处 ， 帮 在 这 些 导体 上 不 生 
出 电荷 ee。 如 果 电 荷 。 不 存在 , 而 其 中 一 个 导体 (第 个) 的 电势 为 p4( 其 祭 


导体 仍 接地 ), 则 在 0 点 处 的 场 势 为 mn。 试用 po 和 96 表示 电荷 ea 


$ 2. 导体 的 静电 场 能 最 。 、 11. 
解 . 如 果 导 体 上 的 电荷 ea 使 导体 的 电势 为 wo， 而 电荷 ea 使 人 学 体 的 电 
势 为 go 划 从 (2. 3) 式 可 知 : 
> p00, 二 > paCovyy = Dy'oes. 
a wb a 


我 们 把 这 一 关系 式 应 用 到 由 全 部 导体 和 一 点 电荷 e (把 后 者 看 作 小 钱 度 时 体 
的 极限 情况 ) 所 构成 的 柔 入 的 丙种 状态 。 在 一 种 状态 中 有 电荷 e。 导 体 上 的 
电 穴 为 eo, 电势 为 me= 0。 在 另 一 种 状态 中 , 电荷 e= 0, 但 有 一 个 导体 的 电势 
为 we 于 0。 于 是 得 到 ep6- 二 eag5 一 0， 电 此 得 | 


加 著 电 荷 。 至 定 径 为 & 的 接地 导体 球 的 中 心 的 距离 为 r(r>c)， 则 94 == 
一 %% 宁 ,而 在 球 上 感 生 的 电荷 为 


本 ea 
= 一 - -一 。 
可 - 


~ 


识 举 另 一 例子 , 我 们 来 研究 两 个 接地 共生 人 笃 分 别 为 ae 和 的 同心 球 间 的 
电 人 待 e( 电 蓓 在 离 球 心 7 处 ,而 且 a<=r 一 b)。 车 外 面 的 球 接地 ， 而 内 面 的 球 充 “ 
” 电 到 电势 为 Pa。， 则 在 距离 7 处 的 电势 等 于 


时 


闻 理 , 在 外 面 球 上 大 生 的 电荷 为 


全 or— 0) 
‘pT er 二 oa) 


3. 设 有 电容 分 别 为 C1 和 Cs 藤 的 两 个 导体 ， 相隔 的 距离 为 7， 而 7 大 于 时 
体 本 上 身 的 实 度 。 试 求 系 数 Cobo 


解 . 若 导 体 工 带 的 电荷 为 et， 导体 2 不 带电 , 则 在 第 一 近似 下 , pl 一 防 ， 





pz 一 全; 这 里 我 们 略 去 了 导体 2 上 的 电场 变化 和 它 的 极 化 强度 。 于 是 C= 
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Eo CT 一 二 同 理 ， Gi 由 此 求 得 系数 Cap 为 四 
。 Ci 7 C2» 





Cu= C1(1 十 52)， Co= 一 ca， 


CO22 一 Cao( 工 十 827 


4. 献 求 图 截面 的 胡 导 洲 做 成 的 图 环 的 电容 CO 《环宇 径 为 b, 有 
宇 径 为 a, 而 5 污 a)。 


解 . 由 于 圆 环 很 赤 , 在 它 表 面 附 近 的 电场 和 由 相间 电荷 分 布 于 图 环 轴线 
用 和 的 电 有 和 等 玫 允 本 让 四 种 体 是 畏 确 罗 05 因此 融 环 的 电势 为 
Ce、 人 地 4 


式 中 , * 是 环 面 上 一 点 至 其 轴线 元 41 的 距离 , 并 对 这 轴线 进行 积分 。 我 们 把 
积分 分 成 两 个 区 域 :7 二 A 和 rr 二 A， 其 中 和 A 是 这 样 一 个 距离 ， 郎 ws<<A<b。 于 
”是 在 +r 二 A 时 ， i 因而 


dl | 2A 
-| 1 人 


在 区 域 +>>A 内 , 可 以 略 去 导 烤 的 粗 谋 不 计 ， 也 即 是 假 役 7 简单 地 是 圆 环 理 乒 
上 两 点 鸯 的 距离 。 于 是 : 


dl_o[__ bdy 
ol ocx 
a " J 
式 中 9 是 弦 + 所 张 的 中 心 角 ,而 积分 下 限 由 25sin( 加 =4 得 用 , 于 是 由 此 
得 到 po 守信。 将 积分 的 两 部 分 相 加 起 来 , 量 人 就 消去 了 ,最 后 得 到 国 环 的 电 
容 0 一 了 的 式 于 为 


一 一 2 inte%, 


b 
Om— gz. 
8b 
In( 字 ) 
.®@ ”展开 式 以 下 各 项, 在 普 汤 情况 下 , 比 上 面 写 出 的 项 高 一 加 次 以 上 (对 二 币 首 )。 


但 是 , 车 把 7 看 成 是 两 导体 的 “电荷 中 心 " 间 的 距离 (对 球 为 凡 何 中 心间 的 更 离 ) 划 以 
下 各 项 的 者 次 将 高 2 以 上 。- 
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§ 3. 胡 电 学 问题 的 解法 


在 任何 表面 的 答 定 边 星 条 件 下 ， 求 解 拉 普 拉 斯 方程 的 普 淘 广 
法 ,已 在 数学 物理 的 有 关 章 季 中 进行 研究 ; 群 组 叙述 这 些 方法 不 局 
于 我 们 的 目的 。 在 本 节 中 ， 我 们 只 限于 指出 一 些 比较 简单 的 方法 
和 求解 一 些 有 独立 意义 的 典型 问题 o。 

1. 镜像 法 ” 丽 有 一 中 空间 充满 导电 媒质 ， 则 推定 这 媒质 以 外 
的 点 电荷 。 所 产生 的 电场 , 是 应 用 所 表 镜 像 法 的 最 简单 例子 .这 方 
法 的 原理 是 在 选择 一 些 附加 的 虚 点 电荷 ， 它 们 和 答 定 的 实 电荷 一 
起 产生 电场 ， 使 给 定 导体 的 表面 和 电场 的 一 个 等 势 面相 舍 。 在 现 
在 的 情况 下 , 要 作 到 这 点 , 可 假想 点 。 被 导电 媒质 的 边界 平面 所 反 
射 成 一 个 像 点 , 就 在 这 像 点 处 放 上 卡 电 荷 一 一 电荷 。 和 它 的 
“ 馆 像 "e' 所 产生 的 场 势 为 


p=e( 土 -十 ) 8. 


式 中 , y 和 7' 分 别 为 观测 点 至 点 电荷 e 和 er 的 距离 。 在 边界 平面 
上 ,一 mn 因而 电势 具有 恒定 值 = 0, 于 是 必要 的 边界 条 件 实 际 上 
已 被 满足 ， 而 由 (3. 1) 式 就 可 给 出 所 提问 题 的 解 。 应 该 注意 , 电 背 
。. 被 吸 向 导体 的 力 为 EJ ( 狗 像 力 ), 而 相互 作用 能 等 于 一 全 。 
-点 电荷 e 所 威 生 的 面 电荷 在 边界 三 面 上 的 分 布 ,由 下 式 得 出 : 


i i RI (3. 2) 


bd 
47zr oR) 2zr re 





式 中 , “是 电 窜 至 平面 的 距离 。 容易 证 明 , 在 边界 平面 上 的 总 电荷 
' 等 于 


中 许多 上 比较 复杂 问题 的 解法 , 参阅 W. R.Smythe:“ 稻 电学 和 动 电学 ”, (1954); 
上 A.Tpaa6epr: “电磁 现象 的 数学 理论 问题 选集 ”, (1948)。 
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Joaf=—e, 

.这 正 是 应 得 到 的 车 果 。 J 

旁 电 荷 在 原来 不 带电 的 被 移 亲 导体 上 所 成 生 的 总 电 背 ， 不 襄 
而 哈 ， 仍 然 等 于 零 。 因 此 ， 在 现在 的 情况 下 , 如 果 导 电 媒 质 (实际 
上 是 大 的 导体 ) 是 被 委 绿 的 , 则 必须 假设 , 除 电 荷 一 e 外 ， 还 感 生出 
电荷 十 e， 但 由 于 后 者 分 布 于 很 大 导体 的 表面 上 ， 因而 这 电荷 的 密 
度 为 堵 。 

其 次 ， 我 们 米 研 究 一 个 更 为 复杂 的 间 题 即 球形 导体 附近 的 点 
电荷 e 所 产生 的 电场 。 要 解决 这 个 问题 ， 可 利用 下 面 的 容易 用 直 
苇 计 算 征 明 的 精 果 。 两 点 电荷 。 和 一 e' 所 产生 的 场 势 


e e' 
7 


PE OE 

钱 上 ， 球 心 至 这 些 点 电 共 的 中 高 为 1 和， 而且 1，V， 卫 满足 下 列 

等 式 : | 
tr-(? 5 ee 


首先 假设 , 球形 导体 保持 等 势 状 态 = 0( 球 接地 )。 于 是 距离 


一 球 心 为 的 点 电荷 e (在 图 1 中 的 4 点 处 ) 在 球 外 所 产生 的 电场 ， 














将 和 两 个 点 电荷 实 电 荷 e 和 帮 在 球 内 (4 点 ) 距离 球 ' 心 为 也 
的 碟 电 荷 系 第 
,_R? R a 
, ! 一 了 ， e” 站 (3. 3) 
这 电场 的 电势 为 
y= e eR (3. 4) 





7 Z7 


(7 和 7 如 图 1 所 示 )。 这 时 在 球面 上 成 生 出 不 为 迁 的 总 电荷 ， 等 
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于 一 e。 电 荷 和 球形 导体 的 相互 作用 能 等 于 





-es eR 
2 32 一 人 
电荷 被 琢 向 球 的 力 为 
-9% 
, 人 37 
如 果 球 形 导 体 所 保持 的 总 . 


电荷 等 于 雳 ( 球 被 稻 缘 , 并 不 带 
电 )， 则 必须 再 引进 一 个 虚 电 
荷 ， 使 球面 上 所 感 生 的 总 电荷 
等 于 需 ， 而 且 不 能 破坏 球面 上 
电势 不 变 的 和 条件。 这 把 电荷 
二 e' 放 在 球 心 上 就 可 以 做 到 。 
这 样 一 来 , 所 求 的 电场 势 由 下 式 得 出 : 





f 


9 一 一 殷 十 全. 加 (3. 6) 
在 这 种 情况 下 的 相互 作用 能 是 
_ee/l 1 NY_- eB _ 
WT 


最 后 , 若 电荷 e 在 导电 媒质 内 的 球形 空 腔 内 (图 1 的 4 点 处 ) 
则 宗 腑 内 的 电场 将 和 电荷 。 及 其 在 球 外 4 吉 处 的 “ 狗 像 ”所 产生 的 
电场 相等 (和 导体 接地 或 被 移 穆 无 关 ): 


5 We (3. 8) 


2. 反 演 法 ”有 一 种 简单 的 方法 ， 使 我 们 在 许多 情况 下 可 以 根 
据 一 个 静电 学 问题 的 已 知 解答 ， 求 出 另 一 个 问题 的 解答 。 这 方法 
的 基础 是 拉 普 拉 斯 方程 对 一 定 的 变数 变换 为 不 变 式 。 
在 球面 坐标 系 内 , 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 为 
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与 到 7 rs ) 十 二 Asg 一 0O, 
式 中 As 表示 拉 普 拉 斯 算 符 的 角 部 分 。 容 易 证 明 , 如 果 按照 下 式 - 
r= (3. 9) 
， 和 « 
用 新 变数 7' 代 换 原来 的 变数 7( 称 为 反 演变 换 ), 同时 用 
| en 
P= RK? . (3. 10) 


代 换 未 知 的 画 数 9 ( 式 中 蕊 为 常数 ,其 量 网 与 长 度 的 相同 , 即 反 演 守 
径 ), 则 上 述 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 仍然 不 变 。 a 车 西数 yp(r) 注 


”是 拉 普 拉 斯 方程 , 则 画 数 


vl) = Bo(Br (3.11) 
也 是 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 解 。 

假 谤 我 们 已 知 由 具有 同一 电势 po 的 导体 系统 与 一 点 电荷 系 
统 所 产生 的 静电 场 问题 的 解 。 场 势 9(r) 通常 规定 为 在 无 穷 远 处 
变 为 需 。 但 是 我 们 现在 定义 pCr) 在 无 穷 远 处 趋 近 于 一 gu; 于 是 在 
导体 上 , p=0。 

届 在 我 们 阴 明 ,怎样 的 般 电 学 问题 可 以 利用 变换 后 的 面 数 (3 
11) 来 解 出 。 首 先 , 改变 全 部 导体 的 形状 及 其 相互 位 置 。 于 是 导体 
表面 上 电势 不 变 的 边界 条 件 自动 得 到 满足 ， 因 为 = 0 时 ，g 也 将 
等 于 零 。 共 次 , 改变 全 部 点 电荷 的 位 置 及 其 数值 。 于 是 在 ro 点 处 


的 电荷 移 到 rl 二 (号 )m 的 点 处 ,并 得 到 电荷 ev 这 电量 可 用 下 列 方 
式 求 出 。 当 r 一 ro 时 ， 电势 p(r) 按 照 定律 9 一 T 医 T 变 成 无 穷 大 ， 其 


中 8r 二 r 一 ro。 另 一 方面 , 求 关 杀 式 + 一 (到 所 )r 的 微分 ， 我 们 发 现 ， 
微小 差 值 5r 与 3r 一 工 一 上 4 的 契 对 值 之 问 存在 下 列 关系 : 


$ 3 玫 电 学 问题 的 解法 1 





(8r)’— BCar')?. 
?0 


因此 , 当 r 一 rd 时 , 面 数 9%' 按 定律 
r . 由 /二 也 e Ew ersé 
9 re 18r| Risr’| 


趋 近 于 无 穷 大 , 相应 的 电荷 为 
eer_eR . (8.12) 


最 后 研究 画 数 mr) 在 坐标 原点 附近 的 行为 。 r'=.0 的 点 相应 于 
Tr 一 ceo。 但 是 当 T 一 co 时 ， 画 数 9(《r) 趋 近 于 一 qo。 因此 ， 当 r' 一 0 
时 , 画 数 9' 按照 定律 : 


< 


PB 
9 = 


变 成 无 穷 大 , 这 表明 在 r'—0 的 点 处 有 电荷 eo= 一 Rpo。 
为 供 参 考 起 见 ， 我 们 在 这 里 指出 : 某 些 几何 图 形 在 反 演 变换 时 
的 变换 方式 。 秆 径 为 4 而 球 心 在 ro 点 处 的 球面 方程 为 
(Cr 一 ro) 一 0 


进行 反 演变 换 后 , 就 得 到 方程 : 


这 方程 乘 上 r? 和 并 项 后 变 成 下 列 形式 : 
(Cr' 一 r6)2 一 or2， 
式 中 
Rro ‘2 aR? . (3. 13) 


fr 一 一 -5 0 = 
a2— re [as 一 > 于 


由 此 可 见 ， 我 们 重新 得 到 牛 径 为 w 而 球 心 在 ri 点 处 的 另 一 球面 。 
如果 原来 的 球 通 过 坐标 原点 《a=70), 旭 必 = 一 ; 在 这 种 情况 下 , 球 . 
面 变 成 垂直 于 ro 方向 的 平面 , 并 距离 坐标 原点 为 
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人 41 70 一 "== BR _E 

十 Yo 20 

3. 保 角 映 象 法 ”只 和 两 个 笛 卡 儿 坐 标 (zy) 有 关 的 场 称 为 平 
面 场 。 解 平面 静电 学 问题 的 有 力 工 具 是 复 变数 画 数 理 葵 。 应 用 这 
一 理 葵 的 根据 如 下 。 - 

` 黄 实 内 的 静电 场 潇 足 两 个 方程 ，rotE==0 和 divE 一 0。 由 第 
”一 个 方程 ， 我 们 可 以 按照 EE 二 一 gradg 引进 场 势 。 第 二 个 方程 指 
. 明 , 除了 7 外, 我 们 也 可 以 按照 也 一 rotA, 引进 电场 的 “矢量 势 ”A。 
在 平面 场 的 情况 下 , 矢量 正在 wy 平面 内 , 并 且 只 和 这 两 个 坐标 有 
关 。 相 应 地 ， 可 以 这 样 选择 矢量 A 使 它 处 处 与 zy 平面 垂直 。 于 
是 电场 强度 分 量 可 表示 成 或 A 的 导数 形式 : 
29_34 ,= 9g9 94 (3. 14) 








但 是 画 数 p 和 冯 的 导数 之 加 的 这 种 关系 式 ， 从 纯 数 学 的 观点 看 
来 , 和 热 知 的 柯 青 - 黎 曼 条 件 相同 ， 这 些 条 件 表 示 的 事实 是 复数 表 

w=9— iA (3. 15) 
是 复数 宗 s 量 z 二 x 十 iy 的 解析 画 数 。 这 表明 ， 画 数 w(z) 在 每 一 点 
处 有 一 定 导 数 ， 与 取 导 数 的 方向 无 关 。 例 如 ， 在“ 轴 方 向 求 微 分 ， 
我 们 得 到 





或 者 


= — Hs,+ih,, (3.16) . 


画 数 必 就 称 为 复数 势 。 
电力 线 由 下 列 方程 
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求 出。 把 。 和 国志 示威 4 的 导数 形式 ， 于 是 可 以 把 这 个 方程 改 
写 为 
' 34 24 


3 stdyg =4d4= 0， 


由 此 得 出 ，4(x， oe 常数 。 由 此 可 见 , 画 数 w(z) 的 虚数 部 分 的 等 
值 线 代表 电力 线 。 这 夯 数 的 实数 部 分 的 等 值 线 喜 是 等 势 线 。 这 两 
族 条 互相 正 交 , 已 由 初始 关系 式 (3. 14) 保 证 ， a 


99 34 ,994 .0 
az dr 9y 3y- 


无 前 解析 画 数 三 孝 在 同样 程度 上 
i Re et 代替 (3. 15) 式 ， 
我 个 得 到 四 

w= 二 A+ ii. 
通过 某 一 段 等 势 辜 的 电场 强度 通 量 则 积分 
|Ba1= - Sa 
给 出 ， 式 中 dl 为 等 势 线 元 ， 而 n 是 它 的 法 线 方 向 。 根 据 关系 式 
(3. 14), 我 们 有 3 了- 一 39, 同时 正 负 号 的 选择 表明 , 如 果 从 方向 
看 去 , 则 1 的 正方 向 指向 左 方 。 因 此 ， 


| (5 -3441 4 4,, 


式 中 41 和 44 是 等 势 线 段 两 端的 4 值 。 特 别 是 通过 开 合 通路 的 电 
场 通 量 等 于 4mre, 其 中 。 是 这 退路 所 包 图 的 总 电荷 (属于 沿 > 轴 方 
向 的 导体 单位 长 度 )。 因 此 ， 


e 二 上 Ad (3. 17) 
4 


式 中 A4 是 4 沿 反 时 针 方 向 燃 基 合 等 势 厂 一 圈 的 变化 。 
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”复数 势 的 最 简单 例子 , 是 带电 的 直 导 线 (和 z 轴 相 合 ) 的 场 势 。 
这 场 的 强度 由 公式 
2. =2, 多， 一 0 


. 输出, 式 中 +,9 是 zg 平面 内 的 极 坐标 ， 而 。 是 导入 单位 长 度 上 的 
电荷 。 相 应 的 复数 势 为 
w= —2elnz= ee | (3. 18) 
车 带电 导 厂 不 通过 坐标 原点 , 而 通过 (zo yo) 点 , 则 复数 势 为 
w= —2eln(z— zo0), (3. 19) 
式 中 zz0= 二 wo 十 byoo 
““ 从 数学 观点 看 来 ， 丙 数 关系 ww 二 w(z) 粗 成 了 复 变数 z 的 平面 
在 复 变数 包 的 于 面 上 的 保 角 映 象 。 假 定 0 是 导体 在 wy 平面 内 的 
截面 迎 路 ， 而 go 为 这 导体 的 电势 。 从 上 面 的 讨论 可 知 , ` 求 出 这 导 
体 所 产生 的 电场 问题 ， 归 精 为 求 出 一 个 画 数 o(z)， 它 把 z 平面 内 
， 的 通路 C 映 象 到 光平 面 内 平行 于 纵 坐 标 轴 的 一 go 的 各 上 。 于 是 
由 实数 部 分 Rew 就 可 得 出 所 研究 的 电场 势 ( 若 丽 数 w(z) 将 迎 路 0 
映 象 到 玉 行 于 横 坐 标 轴 的 钱 上 , 则 电势 由 画 数 Imw 得 出 )。 
4. 辟 形 问题 ”为 了 供 参 考 起 见 ， 我 们 在 这 里 写 出 决定 两 相交 
牢 平 面 导 体 问 的 空间 内 的 点 电荷 e 所 产生 的 电 声 公式。 说 杜 面 坐 
标 系 >; 2 z 的 z 轴 和 交角 的 竹 相 合 , 而 9 角 从 交角 的 一 侧 算 起 ; 并 
假设 电荷 e 在 (a, y, 0) 点 处 (图 
2)， 则 两 平面 间 的 张 开 角 a 可 以 
一 mm 也 可 以 > ， 在 后 一 种 情况 
下 , 电荷 位 于 辟 形 导体 以 外 。 
电场 势 由 下 列 公式 得 出 : 





四， 这 公式 最 先 由 T， 马 克 多 炳 尔 特 (1895) 导 出 ， 它 的 推导 见 13 页 上 提 到 的 
T.Tpzra6epr 的 书 。 
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~ sh 5 
| a el 
a 2ar pe Cs ~y) ohTe. a TG+Y) 

a 0 a a 
a | 
, Xr 了 (3. 20) 
2 2 2 
chn=2 "2 ,>>0 


(在 导体 表面 上 , 即 当 9 一 0 或 a 时 ,电势 9 一 0)。. 
特别 是 当 o= 2 时 , 我 们 就 得 到 点 电荷 电场 内 的 件 平 面 导体 。 
在 这 种 情况 下 , 积分 (3. 20) 可 以 在 有 限 形式 下 算出 为 





R=Mai+7r i +2 —2arcos(y —O), 

R' = VB oarcos(y FO). 
在 极限 情况 下 ， 当 电 场 的 观测 点 趋 近 于 电荷 e 所 在 的 点 时 ， 则 电势 
(3. 21) 取 下 列 形式 : 





sin’y 
第 一 项 是 和 纯粹 的 库 偷 势 , 当 R 一 0 时 变 为 无 穷 大 , 而 9' 是 在 电荷 e 
所 在 的 点 处 由 导体 所 引起 的 电势 变化 。 于 是 电荷 和 中 平面 导体 的 
相互 作用 能 为 


后 i 和 
二 2 | + 、 (3.25) 
倒 题 


就 求 均匀 外 电场 区 内 未 带电 球形 导体 (个 笃 ) 周 国 的 电场 。 
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解 . 把 电势 写 为 = go 十 ph， 式 中 w= 一 区 r 是 外 电场 的 电势 ， 而 91 是 
球形 导体 所 引起 的 电势 变化 。 由 于 球 是 对 称 的 ， 羡 数 po1 只 与 一 恒定 矢量 你 
人 


ww 


91 一 一 常数 、 Gv 二 一 常 数 .< 


(坐标 原点 取 在 球 心 上 )。 在 球 卖 面 F,e 应 为 党 由 此 得 到 式 中 的 常数 
= ,于 是 


9 一 人 一 Greoss(i- 瑟 ) 


(2 是 区 和 并 的 夹 角 )。 电 荷 在 球 玫 面 上 的 分 布 由 下 式 给 出 : 
工 99 3 总 


一 一 一 一 一 一 一 CoSO; 


和 DY r= 尼 4 
站 电 衍 e 一 0。 


将 94 与 电 侦 极 子 的 场 势 比较 ,就 可 极其 简单 地 求 得 球 的 侦 极 短 我 
们 得 到 
% = RCE. 
2.. 与 上 题 相同 ,就 求 在 均匀 的 横向 电场 内 的 无 限 长 图 性 体 周 图 的 电场。 
解 ， 我 们 采用 垂直 于 柱 体 轴 的 平面 内 的 极 坐标 。 于 是 只 与 一 个 恒定 矢 
量 有 关 的 拉 普 拉 斯 二 蕉 方 程 的 解 为 


91 二 常数 Evlnr = 常数 -多 一 > 


与 wo= 一 fr 区 相 加 , 并 合式 中 的 常数 = Re; 我 们 得 到 … 
“二 Ct reosp(1- 蕊 ) 
面 电荷 密度 为 0 。 
j= 


将 5 与 二 蕉 偶 极 场 的 电势 比较 ， 就 可 求 得 加 柱 体 单位 长 度 的 侦 极 短 多 ， 
序 


2S5Vinr -35 二 





因而 `*g = EH, 


总 
Ep 
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3. 试 求 导体 上 劈 形 乡 附近 的 电场 。 

解 .。 我 们 选用 垂直 于 辟 形 糙 的 平面 内 的 极 华 标 ”>, 9, 原 点 在 辟 形 角 90。 
的 项 点 上 。 设 9 角 从 劈 形 的 一 倒 算 起 ; 导体 外 的 区 域 相应 于 9 的 值 为 0 二 9 二 
< 么 2r 一 9 。 在 角 和 缘 附 近 的 电势 可 以 展开 为 的 蜂 圾 数 , 但 我 们 感 兴趣 的 只 是 
展开 式 内 包含 的 最 低 客 的 第 一 项 (常数 店面 的 项 )。 二 稚 拉 普 拉 斯 方程 的 
与 7* 成 比例 的 解 是 r"cosn0 与 7r”sinn9。 于 是 当 9=0 或 96=27 一 00 时 (在 
导体 表面 上 ), n 最 小 而 且 满 足 条 件 "= 常数 的 解 是 


了 


g 一 常数 .rsinh7b， CT 
(常数 值 只 可 由 求 整个 场 的 问题 的 解 得 岂 )。 于 是 电场 强度 按照 +"1! 随 .? 而 
变化 。 因 此 , 当 pb SS Dn te 特别 是 ， 
对 于 很 尖 的 劈 形 (96<<1， ns) 妞 按照 + 随 7 的 大 小 而 增加 。 在 导体 表面 
上 的 四 劈 形 类 附近 (96 一 mw), 电场 趋向 于 雳 。 

4. 试 求 导体 表面 上 的 粗 锥 形 尖 端 附近 的 电场 。 

解 . 我 们 选用 球面 坐标 , 原点 在 加 锥 形 尖 的 顶点 上 , 极 轴 为 图 维 尖 的 朝 。 
设 图 锥 体 的 张 开 角 为 290 <1， 于 是 导体 外 的 区 域 相应 于 极 角 9 的 什 为 9 二 
<6 生 r。 现 在 求 出 场 势 变化 部 分 对 于 圆锥 黄 为 对 称 的 解 的 形式 为 

y=7r"f00), : a (1) 

其 中 为 最 小 值 。 将 上 式 代 人 拉 普 近 斯 方程 


1 9 1 af ,9pN 
ri a7r\” "+ sing (sine 人 3)=0 
慌 后 , 得 出 
(sing 1)+n(nt1)f= 0. | (2) 
加 锥 尖 面 上 电势 不 变 的 条 件 表明 , 必须 f (960) = 0。 | 
我 们 来 求 名 小 时 的 解 ， 假设 nl， 而 Fo) 的 形式 为 f= 常数 .fL 十 
+Y(6)], 式 由 y<<1( 当 b 一 0 部 对 无 敌 烟 的 尖 , 自然 可 以 预料 到 ， 差 不 多 在 
圆锥 尖 局 图 的 全 部 区 域内 ，9? 趋 近 于 常数 )。 于 是 得 到 y 的 方程 为 


.1 af， 劣 )=- 
sno na /= (3) 


在 图 维 尖 外 的 区 域内 (特别 当 g= v 时 ), 无 奇 点 的 解 为 


..0)=2nin sin 帮 . 
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当 6~bo <1 时 , 责 数 汪 不 再 是 小 值 。 虽 然 如 此 ,但 我 何 所 得 到 的 式 子 扔 
然 可 以 应 用 , 因为 在 这 区 域内 ， 由 于 9 很 小 一 般 可 以 略 去 方程 (2) 内 的 第 二 
项 。 但 为 了 求 出 第 一 近似 下 的 常数 %， 必 须 使 上 面 求 得 的 图 数 f=1+y 在 
6 一 bg 时 率 为 堆 。 于 是 求 得 @ 
二 
2lnbo 

在 趋 近 于 加 锥 尖端 时 , 电场 强度 随 4- ”， 也 序 是 基本 上 随 二 而 无 限 地 夫 

大 。 

5. 与 上 题 相 同 , 就 求 导 体面 上 和 加 锥 形 筷 附 近 的 电场 。 

解 . 现在 导体 外 的 区 域 相 应 于 9 的 值 为 0 过 9 三 0。。 和 和 前 一 网 题 一 样 ,把 
> 写成 (1) 的 形式 , 但 是 在 本 是 中 w 六 1。 因 为 在 场 的 整个 区 域内 , 现在 是 9<1， 

于 是 方 穆 (2) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


记名 (o 吉 十 92 了 一 0. 


这 就 是 只 塞 苹 方 程 , 它 在 电场 区 域内 无 奇 点 的 解 为 J0(m0)。% 的 什 定 义 为 方 
程 Jo(n60) =0 的 最 小 根 , 由 此 得 到 


1 二 一 


2 
Oo ~ » a 


.6. 荆 求 电 侦 极 子 被 吸引 | 岗 导 体 平面 的 能 量 。 
解 . 选择 z 地 乖 和 直 于 量 体 表面 ， 霸 通过 偶 极 子 所 在 的 点 ; 设 偶 极 甜 矢 量 
多 在 zy 平面 肉 。 侦 极 子 的 “ 像 ” 在 一 2 点 处 , 天 且 其 偶 极 矩 为 
Ds= Bo, RYy=— By, 
于 是 我 们 求 得 电 侦 极 子 的 吸引 能 量 为 偶 极 子 与 其 “镜像” 的 相互 作用 能 , 并 等 
于 . 


7. 吉 求 两 个 平行 的 无 限 长 图 和 福 形 导体 单位 长 度 上 的 互 电容 ( 柱 体 的 牛 笃 





@， 更 精确 的 公式 n= 一 
二 (人 ) 

包含 大 自然 对 数 的 来 数 ， 实际 上 不 能 用 上 面 所 指出 的 简单 方法 得 到 。 但 由 艳 精 确 的 君 
算 , 由 于 一 些 偶 然 的 原因 , 正好 也 得 到 这 公式 。 
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分 别 为 a 和 b, 轴 果 的 距 高 为 c)Q 。 
解 。 两 阅 柱 体 所 产生 的 电 

场 ， 和 通过 适当 选择 的 4 点 和 、 一 
4' 点 (图 3) 的 两 条 带电 导线 所  “， 
产生 的 场 ( 在 柱 体 外 的 空间 内 ) 
相同 。 导 线 单 位 长 度 上 的 电荷 
为 土 e' 等 于 柱 体 上 的 电荷 , 而 
4 点 和 .4 点 必须 在 00' 刹 上 ， 
以 使 柱 体面 与 等 势 面相 合 。 为 





2 =e 


_ OA=2 i 
此 ， 距 高 04 和 0'4’ 必须 满足 人 
下 列 关 系 式 : ” 田 3 
OA.0A'=a?, O'A'.0'4=b’, 
邵 di(c— dd) dz(c ~—)=b?. 
于 是 在 每 一 圆周 上 , 离 4 点 和 4 点 的 距离 之 比 后 为 常数 ; 在 轩 周 1 上, 


mm 一 一 


而 在 圆周 2 上 , 所 一举 。 相 应 地 , 圆柱 导体 的 电势 为 、 


他 a a 
91 一 一 2elnzr 二 —2eln, ga2 一 2eln 志 ， 


da 
> 一 Y1 = 2elno2. 
e 
由 此 求 得 五 电容 C= 一 一 -一 “为 
92 一 91 
1 Ca Co “ 一 2 一 82 


c? 
人 2ln-p 一 2Aroeh Dab 


和 圣 别 是 对 离开 导体 面 的 距 高 为 ka) 而 个 径 为 5 的 加 柱 体 来 觅 ， 必 s 
例 c==b 十 h, 并 过 渡 到 极限 值 5 一 o0; 于 是 得 到 


1 . hh. 
T=2Arch a 





@ 两 球形 导体 的 类 似 得 是 , 不 能 在 有 限 形 式 下 解 出 , 其 差别 在 于 : 在 两 条 平行 的 
带电 的 (电荷 相等 符号 相反 ) 导 看 的 电场 内 , 全 部 的 等 势 面 为 图 福 形 的 , 而 在 两 点 电荷 
te 的 场 内 ， 等 势 面 不 是 球形 的 。 
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如 果 有 两 空心 图 柱 体 ; 一 个 故 
在 另 一 个 的 里 面 (e 一 ?一 a)， 那 末 
导体 外 淡 有 电场 , 而 在 西 个 圆柱 体 

4 间 的 空 阶 办 的 电势 , 和 通过 4 点 和 
4' 点 (图 4) 井 带 有 电荷 十 e 和 一 e 
的 两 条 导线 所 产生 的 电 场 完全 相 
同 。 用 同样 方法 , 我 们 得 到 下 面 的 
和 结果 : 、 





8. 设 导 体 的 边界 为 一 无 限 平面, 它 的 突 唔 部 分 为 咎 球形 状 。 就 求 志 面 上 . 
的 电荷 分 布 。 
解 ， 在 例题 1 所 求 出 的 场 内 , 场 势 的 形式 为 


9 一 常数， z 人 1- 号)， 


2 一 0 的 平面 (其 活用 部 分 为 + 二 有 ) 为 一 等 势 面 (在 这 等 势 面 上 ， ”一 0)。 因 此， 
它 也 可 以 是 导体 面 , 由 上 而 的 公式 可 求 册 导体 外 的 场 。 在 导体 表面 的 在 画 部 
分 的 电荷 分 布 由 下 式 得 出 : 





2=0 
(我 们 假定 常数 一 一 4roo, 式 中 co 为 于 灾 本 部 分 委 远 处 的 电 入 定 庆 ) 在 突 凸 


部 分 的 表面 上 ， 
Tap 


OC = 


4ra3arl- -pp oo 
9. 就 求 电场 区 内 导电 的 秋 加 柱 杆 (长 为 21, 个 径 为 o, 而 a7) 的 电 偶 极 
答 , 电场 与 杆 的 轴 平 行 。 
-” 解 . 届 *(z) 为 杆 表 面 单 位 长 谋 上 所 感 生 的 电荷 ; z 为 沿 圆柱 杆 捕 的 坐 
标 , 并 从 圆柱 杆 埋 的 中 点 算 起 ， 在 导体 表面 上 电势 不 变 的 条 件 为 


el 1 [EZ J)ds!dy 2 


0 -1! 





R= fz 一 5)2 十 4a? sin? 
p 是 通过 图 柱 杆 的 轴 及 其 表面 上 相距 为 ER 的 西点 的 平面 间 的 夹 角 ,分 开 积分 
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为 两 部 分 , 并 倒 (2 ) 一 ZTCz5) 十 LT(z — rz)] 注意 到 1>>a， 对 高 杆 两 器 不 
十 分 近 的 点 ， 人 
5 dz' cp ， 2 
he 


0 in -一 


4(12 一 22 7) 
=rt(2)ln—— 


(此 处 利用 了 已 知 信 |in singdp = 一 rln2)。 在 包含 差 值 r(z7 一 r(z) 的 积分 
内 , 可 以 略 去 忆 内 含有 a? 的 项 , 因为 这 并 不 会 引起 积分 的 发 散 。 于 是 


Esra) n+ | 


T 对 2 z 的 傅 顿 关系 ， 基本 上 归 蒜 为 # 的 比例 关系 ; 在 这 种 近似 下 ， 上 式 的 积分 
和 给 出 一 2r(z) 车 果 得 到 


Cs 
T(2)=C—— Oe———. 
m4 3)_» 


, Q2 . 
.在 杆 的 两 端点 附近 , 这 式 子 不 适用 , 但 是 对 计算 所 求 的 偶 极 算 , 这 个 z 值 的 区 
域 是 不 重要 的 。 人 我 们 得 到 


名 二 A 和 mn(1- 筷 az= 
= 号 六 {i+ a : 


os 
ee 
, a(n) 宫 一 广 


10. 试 求 襟 心 的 球 被 形 导体 的 电容 。 
解 .选择 坐标 原点 0 在 球 蕉 形 边 烽 的 某 一 点 处 (图 5), 并 进行 反 演变 换 : 


7 一 瞩 (1 为 球 截 形 主 截面 内 的 弦 长 )。 这 时 球 截 形变 成 垂直 于 球 截 形 的 牛 笃 
40 的 牢 平 面 (图 5 上 的 不 线 ), 这 中 平面 也 通过 它 边缘 二 的 卫 点 ; 角 Y = 一 5 
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此 处 26 为 球 截 形 所 给 的 角度 。 


， ”如 果 球 截 形 上 的 电荷 为 e, 并 取 其 电势 
为 雳 ， 则 ”一 = 时, 场 势 的 形式 变 为 


9 于 一 po + 地 


”~ 相应 地 ， 在 变换 后 的 问题 内 ， 当 +' 一 0 
-时 , 场 势 的 形式 变 为 
2 5 r lp lyo | 





(第 一 项 相应 于 坐标 原点 处 的 电荷 e'= 二 1go)。 
另 一 方面 , 按照 (3, Se 我 们 有 


-7 zi(1+ Es 
(这 是 离 电 势 为 零 的 千 平 面 导体 边 烙 为 ! 处 的 电荷 e! 附近 的 电势 )。 上 比较 两 


个 式 于 我 们 得 到 所 求 的 电容 C= 区 为 


了 一 一 一 
-gz\! tas)=# 0 


(五 为 球 截 形 的 企 径 )。 > . 
入 . 边 系 效应 使 平面 电容 器 的 电容 C= Bas 为 电容 器 板 的 面积 ，d 为 两 


板 关 的 距离 ; CgC<s/ 5) 有 所 改正 ， 就 求 这 改正 值 。 

解 . 由 于 在 电容 器 的 两 板 上 存在 自由 边缘, 因而 在 电容 器 两 板 上 电荷 的 
均匀 分 布 遭 到 破坏 。 为 了 求 得 在 第 一 近似 下 的 改正 值 , 我们 来 研究 电容 器 两 
板 上 离 边 焰 的 距离 为 2 的 各 点 ; 而 4<z<V 5。 例 如 ,我 们 研究 电容 器 上 面 


的 板 ( 其 电势 为 p= 一 宫 ， 图 6, a), 兰 略 去 它 至 中 央 平 面 (等 势 面 "=0) 的 距离 





所 . 于 是 我 们 的 癌 题 就 成 为 求 平面 中 电势 不 同 的 两 部 分 交界 附近 的 电场 。 这 


问题 的 解法 是 很 简单 的 2 ， 央 而 我 们 得 到 超过 的 电荷 密 庆 (- 与 离 边 糙 很 远 的 
0 比较 ) 的 表达 式 为 


中 人 参 开 §22, 在 电势 公式 (22.2) 内 , 在 现在 的 情况 下 ,必须 令 gab 一 =7. 
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= 多 /2 eH =2 
| 一 一 一 一 一 一 一 =0 
、 9=- 史 /2 
多 4 

E, Po 

A 4r Sr2z 

“于 是 总 超过 电荷 为 
A 
Las CT Br 本 ]n 一 一 一 a 


(Z 为 电容 器 的 一 板 的 局长 ); 在 计算 对 数 性 发 散 积分 时 , 我 们 取 区 域 <cz<c 
QV 的 边界 作为 各 分 的 上 BR TH。 由 此 求 得 电容 为 @ 


Pn 
所 一 = 世上 和 DY 全 


§ 4。 导电 栖 球 


利用 所 关 糊 球 些 标 ， 可 以 解决 求 带 电 椭 球 导体 的 电场 间 题 和 
在 均匀 外 场 内 的 椭 球 问题 。 
燃 球 坐标 和 笛 卡 儿 坐 标的 关系 为 


x2 212 22 
rE a 一 1 (a>06b>ce). (4. 1) 
这 个 方程 是 的 三 次 方程 ， 有 三 个 不 同 的 实 根 (w 一 wm,L) 在 下 列 
区 六 内 : 

E> 一 2 一 CT 一 交 一 好 > 一 o (4. 2) 
这 三 个 根 也 是 点 (x, y, z) 的 椭 球 坐标 。 它 们 的 几何 意义 可 从 下 列 
@ 更 精确 的 计算 ( 求 出 对 数 宗 量 内 的 采 数 )， 希 要 应 用 更 复杂 的 方法 , 而 且 所 得 
到 的 车 果 傅 顿 于 两 板 的 形状 。 对 于 图 形 板 ( 牛 径 为 尺 ), 我 们 得 到 
_R?, R/, 16rR 
0= 和 + 才 (15- -1) 


(和 和 人 人 
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事实 看 出 ， 乌 胃 为 常数 的 面 分 别 代表 椭 球 面 . 单 叶 双 曲 面 和 到 叶 
双 曲 面 , 而 且 它 们 和 椭 球 面 
和 + 如 + 名 -1 0 
具有 同一 焦点 。 
三 族 曲 面 中 每 一 二 
人 
椭 球 坐标 变换 到 币 卡 儿 坐 标的 变换 公式 为 ? 


feray m+tad t+a) 
+| | ， 
(EL 5) W416) C45) | 
i -3 
[toe 
| no 
椭 球 坐标 系 内 的 长 座 元 为 


CPP = hdeé’ + pdy? + paac?, 
hE Et ACETIC ET 
2R Re 


EE 
Oh (4.5) 


这 里 引入 了 符号 : 
已 一 V uta) uth ) toe), w=é,n,C. 
”相应 地 , 椭 球 坐标 系 内 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


4 上 DA aypN、 
本 RS( RR 
人 Cl %) ‘3e( : 强 ) 
DD 严格 襄 来 ， 粮 球 坐标 不 应 卫 为 外 7, 了 本 身 , 而 应 取 为 VET Vb2 十 二， 


A 
访 的 。 ， 
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_ RQ(BY : 
+ (C—O RPR )+ 


+ (EDEA(RY)|-0. | (4. 6) 


| 如 果 守 轴 w, 6, c 中 有 两 个 变 成 相等 ， 则 椭 球 坐标 系 发 生 退 化 。 
股 a= b>e; 于 是 (4 1) 的 三 次 方程 退化 为 二 次 方程 : 
2 2 
a A C2 十 % ds 


一 Fy 

它 有 两 个 根 ， 人 

E>> 一 c?， 一 cm —a. 
£ 和 7 为 常数 的 坐标 面 分 别 变 成 
共 焦点 的 局 迎 转 椭 球面 和 单 叶 表 
转 双 曲面 (图 7)。 我 们 可 以 引进 
x, 9 盏 面 肉 的 极 角 9 作为 第 三 个 
坐标 4z 一 Pcosg, g 一 Psingy)。 当 
a 一 5b 时, 椭 球 坐标 人 退化 为 常数 
了 
趋 近 于 时，《“ 趋 近 于 一 a2; 
ba 时 , 我 们 有 . 





(47) 





co8g 一 有 -所 士 汪 ， (4. 8) 


从 (4 全 式 或 者 楼 从 (4 了) 式 ， 很 容易 看 出 这 一 点。 举 标 2， P 和 
坐标 避 的 关系, 按照 (4 人 式 , 由 下 式 给 册 
set ， 


C2 一 02 


3 | 全 二 | 


CQ2 一 C2 


(4. 9) 
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坐标 乌 力 9 称 为 局 椭 球 坐标 ?。 


由 类 似 方式 ， 当 ao>5= e 时 ， 箭 球 从 标 浊 化 为 所 天 攻 本 于 和 
标 。 坐标 志和 “ 


t+ + =1, P=y+2, (10) 


的 根 ,而 有 E> 一 63, 一 了 二 Lt 之 一 a 
。 志和 《为 常数 的 面 代表 长 权 球 面 
”和 有 双 叶 过 转 双 曲面 (图 8)。 当 c 一 5 
时 ， 坐标 ? 按 下 列 规律 退化 为 常数 < 
cosg 一 i (4. 11) 

.、， 式 中 ?9 是 V 2 平面 内 的 极 角 。 
坐标 志和 坐标 z Pp 的 关系 ， 





由 下 列 公式 输出 : 
Eta (tta) lB . 
一 十 吗 一 六 | ， 


SE (4. 12) 
在 局 椭 球 坐标 条 内 ， 坐 标 面 ( 椭 球 面 和 双 曲 面 ) 的 焦点 ， 位 于 
”wy 平面 内 牛 径 为 Vt 一 0H 的 图 上 (图 ?内 的 44 是 这 加 的 直径)。 
现在 我 们 通过 某 一 点 了 和 z 加 作 一 平面 。 它 与 同 焦 点 圆 相交 于 两 


后 ; 讼 9 和 T's 分 别 是 这 两 点 至 PP Gi 如 果 ps 名 是 书 点 的 
从 标 ， 则 


人 [ (E+ BY CE 5) 


7r3=(p—V a me a 
Wp 一 505)a 二 22. 


@ 我 们 在 这 里 采用 的 硕 构 球 鱼 标的 定义 是 ， 汤 们 廊 按 是 笑 对 上 标的 极 避 情况 
在 女 献 中 还 采用 其 他 定义 ， 但 很 容易 化 到 我 们 的 定义 。 
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局 刁 球 坐标 已 7 用 ia, ya 表示 为 
\ 二 (4. 13)， 


(2 六 
在 长 髓 球 坐 标 系 内 , 其 焦点 为 z 轴 上 的 两 个 点 : x 二 廿 /三 二 机 
(图 7 的 4 和 4 点 )。 如 果 71,7s 是 这 两 个 焦点 至 书 点 的 距离 , 则 
一 p? 十 (z 一 A/ oi— 6)’, 
3=p?+ (z+ 号 一 后 )2， 
而 局 档 球 坐标 用 71 和 7s 表 示 ( 即 以 代替) 的 式 子 和 (4. 13) 
式 相 同 。 
现在 回 到 带电 椭 球 的 电场 问题 ， 这 酉 球面 由 方程 (4. 3) 表 示 。 
在 岩 球 坐标 内 ,这 即 是 坐标 面 : 5 二 0。 因 此 , 十 分 显然 , 如 果 求 出 
”的 场 势 仅 是 的 丽 数 ， 则 全 部 5 二 常数 的 精 球面 (其 中 包括 导体 
面 ), 都 自动 地 成 为 等 势 面 。 于 是 拉 普 拉 斯 方程 (4. 6) 变 成 


由 此 得 


9(€)= 4 俊 
式 中 积分 的 上 限 这 样 选择 ， 使 无 穷 远 处 的 场 等 于 零 。 常 数 4 可 以 
- 非常 简单 地 从 下 列 条 件 求 出 : 在 * 很 大 时 ， 电 场 必须 趋 近 于 库 合 
场 : 9 关节 , 式 中 e 为 导体 上 的 总 电荷 。7 一 相应 于 & ?co; 这 时 
= 与 正如 从 (4 1 起 中 会 wE 所 得 到 的 桔 果 。 另 一 方面 , 很 
大 时 ， 我 们 有 Rs 这 和 三 心 年 一。 由 此 得 出 ，24=e， 于 是 
最 后 得 到 


i 
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-和 区 Gay 
这 里 的 积分 是 第 一 种 椭 图 积分 。 导体 面相 应 于 《一 0, 因此 得 到 夭 ， 
球 的 电容 为 
四 z 
oe Bla 0 
畏 球 面 上 的 电荷 密度 分 布 ,由 电势 的 法 向 导数 得 册 : 
Lapl| -_ 11dgN 
~ 47 3n f=0 477 \ hi dz fo 
- 主 Wi 
由 (4. 人 ; 当 < 一 0 
下 下 和 于 二 
a t+ ct a2b2e2” 
因此 . . 
*” ee 22 yz2 到 | 
~ ot+ 委 + 和 所) : 人 


对 双 轴 糖 球 而 车 , 积分 (4. 14) 一 (4. 15) 可 用 基本 画 数 来 表示 。 


对 于 长 椭 球 (a5==c), 场 势 由 下 式 给 出 : 


pA Ei (4.17) 
而 其 电容 为 四 
PA = (4. 18) 
Arch2 


对 于 局 楷 球 (= Lo 我 们 有 
9 Bt EF 





” 
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oY eo | (4. 19) 
arccos-< 
和 % ' 
特别 是 对 图 盘 来 说 (a 二 b,c=0) 
0=2%. ”4.20) 


”现在 我 们 来 研究 均匀 外 电场 区 内 未 带电 椭 球 导体 的 问题 。 对 

普 到 性 没有 任何 限制 ， 只 须 研究 椭 球 一 个 轴 方 向 上 的 外 电场 区 就 

行 了 。 相 到 地 , 可 以 把 多 分 解 为 沿 椭 球 轴 的 三 个 分 量 , 然后 将 各 分 
县 的 场 呈 加 起 来, 就 可 得 到 总 电场。 


z 轴 方向 ( 椭 球 的 a 轴 ) 上 的 均匀 电场 区 的 场 势 ， 在 精 球 坐标 E 


内 的 形式 为 
go 一 一 @Gx 一 一 voy rr 
《4. 21) 
我 们 将 构 球 外 的 场 势 写成 9 一 po 十 9 式 中 史 人 
场 畸 变 ,并且 我 们 求 得 9 为 
9 一 poF(E). a (4. 22) 
在 这 函数 内 ， 傅 顿 于 了 和 < 的 因子 和 yo 内 的 相同 。 这 种 画 数 形式 
满足 上 =0 和 27, 为 任意 值 时 的 边界 条 件 ( 在 酉 球面 上 )。 把 (4. 22) 


人 6), 我 们 得 到 了 (&) 的 方程 为 
dF dF a 
GE AE de em[R(E+0)1=0. 


这 个 方程 的 一 个 解 为 也 二 常数 , 而 另 一 解 为 
F(#)= -4 z (4. 23) 


积分 的 上 限 这 样 选择 ， 使 在 无 穷 远 处 (一 co) 场 势 史 千 近 于 堆 。 这 
里 的 积分 是 第 二 种 椭 加 积分 
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在 椭 球 面 上 , 必须 9 二 常数 。 为 了 使 这 一 条 件 在 t=0 和 7 《 
为 任意 值 时 得 到 满足 , 必须 这 一 常数 等 于 零 。 适 当选 择 了 (8) 内 的 
系数 .4[ 例 如 使 (0) = 一 1]， 我 们 最 后 就 得 到 椭 球 周 图 的 场 势 的 
表达 式 为 z 


?mh -| | es mj CT a ee 


现在 我 们 求 离 精 球 很 了 7 处 的 场 势 9 。 大 的 7 值 相应 于 大 的 
二 因此 ， 








5 [总 2 
fr A 
我 们 得 到 场 势 y 为 
他 和 V 


9 = 四 4 47n' 
式 中 了 = 4mra5c/3 为 本 球 的 体积 ， 而 量 n'( 和 下 面 出 现 的 类 似 量 
042 )) 242) 由 下 式 定义 : 


n= abef ds 
J 《8 十 oR 


(Cy) aic[ ds 


”TT ) Cato), 


et ds z : < 
n= 3 J to : (4. 25) 
9 的 志 达 式 为 电 个 极 2 的 声势 
-一 Za 
果 
这 焉 是 所 预料 的 。 而 且 机 球 的 偶 极 抵 为 
B,C, 了 (4.26) 





3 
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由 类 仆 的 表达 式 , 可 以 求 出 电场 多 在 y 轴 或 z# 嘲 方向 时 的 偶 极 矩 。 

正常 数 n,n mn 只 与 椭 球 的 形状 有 关 ， 而 与 它 的 体积 无 

关 , 称 它们 为 退 极 化 系数 吕 。 如 果 坐 标 轴 和 机 球 轴 相 合 ， 则 (+ 26) 
式 必须 写成 张 量 形式 : 


个 waszr= GE:. (4. 27) 
量 wn ,rm 是 二 秩 对 称 张 量 win 的 主 值 。 
在 a, b,c 为 任意 值 的 普 融 情况 下 , 从 1n'” ,nw 中 的 定义 ， 首 
先 可 以 得 到 | 
如 果 a 二 5 二 c， 央 DN (4. 28) 
其 葡 , 将 积分 xx 02; 002 相 加 ， 并 引进 2 一 3 为 积分 变数 ， 我 们 
得 到 


me | du 
2 


> 
/3 


《gabo) 





nm 二) 2 


由 此 得 到 : 
J nn n= 1 (4. 29) 
三 个 退 极 化 系数 之 和 等 于 1( 写 成 张 量 形式 ， 这 表明 : ni 一 1)。 另 
一 方面 ， 饭 然 这 些 系数 是 正 的 ， 因 而 其 中 任何 一 个 的 值 都 不 能 超 
过 I 
对 于 球体 (a=5 =0), 由 对 称 性 看 出 ， 5 一 2 一 %02， 因 而 


ND n= 襄 - C4. 30) 
对 于 图 柱 体 ( 共 轴 指 向 * 轴 , 4 一 oo), 我 们 有 旬 | 
n=O0, WY =ND= 言 . (4. 81) 


Q@ 在 斯 托 膛 的 论文 内 对 这 些 系 数 纺 成 了 一 个 有 用 的 二 (Phil. Mag, 36，803， 
1945 )。 
四 球 和 图 柱 件 的 这 委 信 ， 当然 和 # 3 内 例题 工 和 2 所 得 到 的 夭 果 符合 一 致 。 
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对 于 一 般 过 转 查 球 , (4 25) 的 椭圆 积 分 可 用 基本 画 数 来 表示 。 
对 偏心 率 为 e=VI 一 六 /oz 的 长 过 转 术 球 (oa>5 一 c)， 


_ 2 
包 (2) 一 (in 一 se)， 








mi 一 20 一 填 (I 一 2 )。 (4. 32) 


如 果 梯 球 接近 球形 (e 切 1), 则 近似 地 有 


cD 
人 


十 罕 e (4. 33) 


AR 


jp 


对 于 局 椭 球 (a= 56>6)， 


(8) -te 


% 一 aretge)， 


mi 一 0 一 二 (一 mo)， 834 


式 中 e 二 MV (a/c)? 一 1。 如 果 e< 冬 1 则 


(2) 1 2e” 


2 一 于 十， 


一 0 一 寺 _e- 
9 =nY 可 一 了 (4. 35) 
-人 鲍 是 
1， 由 求 带电 图 盘 《年 径 为 4a) 的 电场 用 柱 面 坐标 妻 示 的 式 子 ; 疗 求 出 图 


盘 上 的 电荷 分 布 。 
解 ， 在 公式 (4. 16) 内 过 渡 到 极限 值 一 0, z 一 0， 即 得 到 电荷 的 分 布 , 而 


比值 s/c=MI=7z7W( 式 中 7? =z? 十 y?) 和 (4.3) 符 合 一 致 。 由 此 得 岂 


本 y2 一 委 
二 (1 与 ) 


整个 空间 内 的 场 势 由 (4. 19) 式 葵 出 (其 中 合 c=0)， 利 用 (4. 了) 式 (其 中 会 
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2 一 0 x> :0 一 b) 我 们 将 $ 用 7 和 z 来 表示 , 于 是 场 势 "为 
rie 2a? 和 
Ta arete| = 十 22 —a?2 + V(r?+22 一 02 )2 十 4a2 | 

在 图 将 边 绊 附近 , 代替 7 和 2 ,我们 按 妥 2 =psinb, + =a 一 Re 

(图 9), 引进 坐标 2 和 9， 于 是 我 们 得 到 








这 上 与 § 3 内 例题 3 的 普 明 精 果 符合 一 致 。 
2.， 试 求 带电 炊 球 的 四 极 矩 。 

. 解 .带电 导体 的 四 极 矩 张 量 定义 为 

Diw=e (3Zz 一 红 52)， 起 中 < 为 它 的 
总 电荷 , 而 横 乒 表示 按 下 多 定律 


ZiTk = 寺中 cirrva/ 


求 得 的 平均 值 。 十 分 显然 ， 椭 球 轴 同 时 是 强 量 Dix 的 主轴 。 对 于 " 利用 
(4. 16) 式 , 又 对 于 栅 球 面 元 利用 下 列 泛 达 式 ; 


af= dzdy sy 22 所 
zz 2/c? os 





区 9 





于 是 我 们 得 到 


Wl 


ce2 
| sdray 本 
(对 dxzdy 的 积分 是 对 被 zy 平面 所 切割 出 的 档 球 截面 积分 两 次 )。 因 而 


Dzs= 207 一 vb —c?), 


- Dyy = (2b? a 》， 


Co 


D>, = 词 (2o? —a’—b? js 


3， 试 求 均 与 的 外 电场 内 未 带电 类 球面 上 的 电荷 分 布 。 
甫 .按照 (1. 9) 式 , 我 们 有 


Sa | sy 99 
”4r 921:-0 4rhi 9¢£/:-o 


( 业 球 卖 面 法 鲁 方 向 的 长 度 元 ， 按照 (4..5) 式 为 hidi)。 代 入 (4.24) 式 ， 工 洲 
- 虚 到 
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一 工 3z | 
人 3#|eo 2c2j |e-o 
(z 为 插 球 表面 法 线 方 向 的 单位 矢量 ), 我 们 得 到 


4 


ee NT) Es 一 区 Ey 十 一 czy i Ex。 | 


4. 上 生 上 题 相同 , 斌 求 二 行 的 加 一 而 (生得 为 a) 上 的 电荷 分 布 @， 
并 求 图 盘 的 偶 极 符 。 

解 . 我 们 把 圆 盘 看 作 短 牛 轴 。 趋 近 于 零 的 迎 围裙 球 的 极限 情况 。 这 时 ， 
由 (4. 34) 式 , 这 二 上 ( z 轴 ) 的 退 极 化 柔 数 趋 近 于 1， 而 在 z 蔓 和 Y 二 上 的 退 
极 化 条 数 趋 近 于 和 零 : 


CI 一 


C TC 

(2 一 一 一 2 一 12) 一 
2 = % % = 
20” . 4 


人 


a 量 的 分 量 vz 趋 近 于 老 : 





二 人 十 4 人 62 22 十 2 
人 
因此 , 电荷 密度 为 

加 EC Vr __ Eopeosg 





4r ms) 2 A 
式 中 mg 为 圆 盘 平面 内 的 极 坐标 。 
嫩 盘 的 偶 极 矩 由 公式 (4.26) 求 出 ,等 于 


4as 


=. 


应 注意 到 , 它 与 as 成 正比 , 而 不 是 与 圆 盘 的 “体积 ”aze 成 正比 。 

5， 斌 求 过 坊 椭 球 导 体外 的 场 势 , 椭 球 的 对 称 轴 与 外 均匀 场 平 行 。 

解 . 对 于 长 巡 转 椭 球 (a>>b=c， 场 @ 在 73 朝方 向 ) 由 计算 (4. 24) 式 的 积 
分 ， 我 们 得 到 


一 及 2 a ba 
wf 
es 3+ | 
| : 





Ne ee 


中 ”对 于 与 电场 垂直 的 殴 盘 , 问题 不 重要 , 在 整个 空间 内 , 场 仍 保持 均匀 ， 而 在 图 
盘 两 出所 感 生出 的 电荷 为 = 士 区 /4r。 








$ 4. 导电 概 球 4 


坐标 与 坐标 2 和 p= = 元 十 好 的 关 条 为 
p2 x2 8 
Ttare™b 
在 楷 球 外 的 室 剖 办 , 0 二 # 志 oo。 
对 于 局 糖 球 (a=b 二 c), 场 区 沿 z 二 方向 。 由 此 ， 在 (4. 24) 式 的 积分 内 ， 


必须 用 s 十 c? 代 换 s 十 a?， 而 wo= 一 Ez, 结果 得 到 


fai 一 c2 史 一 c2 
OCX 
-et 上 十 十 | 


2 
一 1~ arctg 乞 一 1I 





而 且 坐 标 : 与 坐 标 。 和 p=A/ 丈 二 更 的 关系 为 
p? 22 
po 
6. 所 求 与 二 题 相 闻 , 但 棍 球 的 对 称 轴 与 外 场 生 址 。 
. 解 . 对 于 长 椭 球 ( 场 在 2 击 方 襄 ): 
,VETar 
sm G1 te Se vc 所 Eta? 
> i FArinA/ 1-2 i , 
对 于 局 祝 球 ( 声 在 3 : 
Va? —e? arctgA/ SS ey AR 
| p= — 人 ix EO i ; 
roe/ 扣 -1- 在 
设 均 匀 电 场 区 深 z 坤 方向 (在 秆 空 阐 z 一 0 内 ) 被 一 有 图 也 的 接地 时 
人 # 二 0 所 包 国 。 坛 求 平面 上 的 场 和 电荷 分 布 。 
角 . 我 们 把 有 一 生 径 为 a 其 图 心 在 坐标 原点 处 的 略 乱 的 xy 平面 ， 议 为 
盘 畦 单 叶 双 曲 乒 而 的 极限 情况 : 
a :六 2 


PT 


其 中 1 0。 人 曲面 代表 c=0 的 局 机 球 坐标 系 的 坐标 平面 族 中 的 一 族 
”平面 , 按 腿 (4. 9) 式 ， 笛 卡 儿 坐标 * 可 用 二 和 ?表示 为 “= E|7|/o， 而 V 二 
的 根 按照 在 上 和牛 空 关 或 下 从 空 疝 内 取 十 号 或 一 号 。 
我 们 求 得 解 的 形式 为 = 一 Cz(#), 并 得 到 玖 数 了 (&) 为 
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dE 
FP(#)= 常数 | EET 常数 | 二 年 一 arete~ 二 -| 


(按照 5 一 十 ， 即 MV 一 十 时 。=0 的 条 件 ， 我 们 假定 积分 常数 等 于 雳 )。 
这 时 , 负 宗 量 的 aretg 必须 理解 为 


arctg "retg TF -7 有 < 
而 不 是 一 aretg( -二 )。 相反 地 ， 在 国防 丰 而 上 ( =0), 电势 的 连 入 性 适 到 破 


环 。 选择 常 采 数 使 2 一 一 co 时 ( 即 W 王 一 一 co 时 ， sn p 一 一 
Cz, 最 后 得 到 
， p= -aretg- 天 -大 |- -六 VT Ee 二- 直 


在 导体 面 上 , ?= 0 电势 变 为 雳 , 这 正 是 预料 的 精 果 。 
在 离开 小 筷 很 大 距离 +=A 殉 二 到 处 ， 我 们 有 fr?， 于 是 场 势 的 形式 
(在 上 后 空 间 内 为 ' 
Ca —n az 
和 3r ££ 3rr3? 


也 序 是 场 是 电 侦 极 子 型 的 , 相应 的 偶 极 矩 为 氏 = Eaz/3r。 
场 强 随 二 而 减 小 , 因而 通过 高 开 无 限 远 才 面 的 电 通 量 (在 沾 空 则 z> 0 内 ) 


变 为 堆 , 这 者 明 , 穿 过 小 图 孔 的 力 钱 在 导体 在 面 的 上 侧 阴 合 起 来 。 
导电 平面 上 的 电荷 分 布 算出 如 下 : 

干 工 99 9 _ 1 CE 

十 人 3 于 ee 士 本 2 | aretg- 和 一 | 

式 中 干 号 分 别 指 焉 面 的 上 侧 和 下 侧 。" 按 照 联系 + 与 ?2 的 公式 : 











~ 





G 一 





2 22 
- 下 二 上 
在 z=0 的 平面 上 ,我 们 有 ME = 士 W5 二 吗 。 于 是 , 在 导电 平面 下 便 的 电荷 
分 布 由 下 式 给 出 : 
& aga, a 
J 二 一 了 3 A np tr 


当 p 一 co 时 ， 我 们 有 一 — /4n, 这 正 是 应 当 的 。 在 上 例 
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-2 一 arc sin 二) 
8、 所 求 与 上 题 相同 , 但 导电 平面 上 的 小 孔 是 实 度 为 2 的 直 缠 糙 。 
解 . 我 们 把 党 x 朝方 向 具有 狭 儿 的 zy 平面 看 作 双 曲面 柱 体 的 极限 情 
帝 : | | 
y? 22 


| 。 » 
bb2 一 | 了 | 19 


这 时 19?| 一 0。 这 些 双 曲 面 柱 体 代表 一 =o, 一 0 时 的 机 球 坐 标 平面 族 中 的 一 
族 平 面 。 笛 卡 几 坐标 为 xz=wW 83?175。 
_ 和 例题 7 一 样 , 我 们 求 得 解 的 形式 为 "= 一 CzF(#), 帮 得 到 画 数 万 为 


一 常数 | mI 
这 里 的 柔 数 和 积分 常数 分 别 由 z 一 十 吃 和 zs 一 一 (也 郎 是 ~ 下 一 十 oo 和 下 
一 一 “) 时 也 =0 和 也 =1 的 条 件 求 出 , 最 后 得 到 
= 由 Vr TV]V TT [a 
在 上 式 中 我 们 把 恨 W 上 理解 为 正 值 ， 而 “一 ”和 “十 ”相应 于 区 域 zs> 0 和 


z=0。o 
”在 上 人 中空 站内 ， 离开 狭 类 很 远 处 , 我 们 有 t 尘 y? 十 2? =7?， 而 场 势 为 


~_,D 攻 AD Cb?z 
9 位 一 一 一 4r2 3 


TT Pee ee 
夫 例 题 中 的 公式 )。 
导电 平面 上 的 电荷 分 布 由 下 式 得 出: 


Em -FFst!) 





§5. 导体 上 的 力 
”在 电场 内 , 导体 表面 从 一 便 受到 电场 的 一 定 作用 力 ， 这 些 力 容 
易 算 出 如 下 。 
其 宝 中 电场 内 的 动量 流 密度， 由 熟知 的 麦克 斯 书 应 力 张 量 给 
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出 0.; 
-Oih= 让 C8 — BBs ) 


作用 在 导体 表面 元 4f. 上 的 力 恰好 就 是 从 外 面 “ 流 入 ”导体 内 的 动 
量 流 , 即 等 于 .owdf 一 onwdf( 由 于 法 向 矢量 n 指向 导体 外 面 , 而 

不 是 指向 导体 内 部 , 所 以 正 负 号 改变 )。 因此 , 量 owwrw 为 导体 表面 
单位 面积 上 所 受 的 力 Fam。 考 虑 到 在 金属 面 上 场 强 马 只 有 法 向 分 
量 , 我 们 得 到 


Fas=—n#@, G5. D) 
或 者 引进 面 电 荷 密度 o， 
过 = 

; Fan=2ro n= 5 。 、 

.于 是 , 我 们 得 到 烙 花 : 导体 奏 面 所 受 的 力 为 “ 负 压 力 ”， 它 指向 导体 
表面 的 外 法 线 方 向 , 共 数 值 等 于 电场 的 能 量 密度 。 

作用 在 导体 上 的 总 力 F, 可 由 将 (5. 1) 式 的 力 对 导体 的 全 部 表 ， 

面 进行 积分 而 求 出 : : 
_ mE i 
F= $a (5. 2) 
但 是 ， 通 常 更 方便 的 是 按照 力学 的 普 台 原则 ， 对 能 量 人 UW 求 微分 来 
算出 这 个 量 。 因 此 ， 在 毕 标 轴 4 方向 作用 在 导体 上 的 力 为 一 3 


这 里 的 导数 表示 导体 整个 地 沿 9 轴 方 向 平行 移动 时 的 能 量变 化 。 
这 时 能 量 必须 用 导体 的 电荷 ( 场 源 ) 来 表示 ， 工 保持 电荷 不 变 进行 
微分 。 我 们 用 下 角 标 。 来 表明 这 种 情况 , 于 是 可 写 为 





@ 参阅 < 场 论 ” 第 二 版 $32, 在 那里 一 otx 表示 为 Tasp。 在 现在 的 情况 下 ,我们 将 
, 这 公式 应 用 到 不 完全 与 导体 表面 重合 .而 是 略 有 偶 离 的 卖 面 上 ， 以 便 消去 导体 表面 附 
近 场 辣 构 的 影响 (与 2 页 比较 )。 
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p= 一 (3 ) . (5. 3) 
类 似 地 , 作用 在 导体 上 的 总 力 年 在 任 一 坐标 轴 上 的 投影 等 于 


(32 
人 5 


式 中 水 为 导体 整个 地 入 该 轴 的 转动 角 。 

加 果 将 能 量 下 示 为 声势 的 面 数 ， 而 不 是 表示 为 导体 电荷 的 而 
数 , 则 要 利用 这 种 画 数 来 算出 总 力 的 间 题 , 需要 作 特别 的 研究 。 融 
. 题 在 于 ， 要 使 运动 导体 上 的 电势 礁 持 不 变 ， 必 须 求助 于 局 外 的 物 
体 。 例 如 , 把 这 导体 接 到 另 一 个 电容 更 大 的 导体 上 (电荷 储蓄 器 )， 
可 以 保持 该 导体 的 电势 不 变 。 当 导体 充 上 电荷 ec 时, 导体 即 从 “人鱼 
著 器 ”内 取出 这 些 电 荷 , 而 这 时 电荷 储蓄 器 由 于 电容 较 大 , 它 的 电 
势 ga 并 不 会 政变 。 但 是 , 电荷 储 蔷 器 的 能 量 减 小 了 eapa。 当 导体 
系统 都 充 上 电荷 es 时 , 与 导体 系统 连接 的 “储蓄 器 "的 能 量 总 共 改 


区 一 之 eg 量 光 内 只 包含 所 研究 导体 的 能 量 ， 而 不 包含 “ 储 萤 


(5.4) 


器 "的 能 量 。 在 这 种 意义 上 可 以 膏 , YW 是 指 能 量 上 上 非 阴 合 的 系统 而 
殴 。 由 此 可 见 ， 对 声势 保持 不 变 的 导体 系统 而 癌 ， 起 机 械 能 作用 的 
不 是 人 V, 而 是 量 


Y= > 5.5) 
把 (2. 2) 式 代入 ,我们 得 到 , 弦 与 吏 只 相 莽 一 个 正 外 号 : 
. =_W. (5:6) 
保持 场 势 不 变 ， 将 砚 对 9 求 微分 , 就 得 到 力 Fi， 也 即 是 


-的 


由 此 可 见 , 我 们 保持 电荷 不 变 ， i 都 可 
以 得 到 导体 上 所 受 的 力 , 唯一 的 差别 是 , 在 第 一 种 情况 下 ， 导数 必 
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须 取 负 号 , 而 在 第 二 种 情况 下 应 取 正 号 。 
， 从 微分 恒等式 
dU = > padea— Fydg (5 8) 


出 发 ,利用 更 为 形式 的 方法 ， 也 可 得 到 相同 的 糙 果 , 上 式 中 的 伐 必 
须 看 作 是 导体 的 电荷 和 坐标 9 的 而 数 。 这 恒等式 表明 ， 导 数 
3 一 go 和 一 一 Fs。 我 们 把 en 变换 到 变数 pa 后 , 由 此 得 到 

: d= 一 edypa— Fdg, (5. 9) 


由 此 也 可 得 到 (5. 7) 式 。 

在 82 末 , 我 们 全 研究 了 导体 在 均匀 外 电场 内 的 能 量 。 不 车 
而 喀 , 在 均匀 的 外 电场 内 ， 作 用 于 导体 上 的 总 力 等 于 雾 。 但 是 , 我 
们 也 可 以 利用 (2. 14) 式 的 能 量 表达 式 ， 来 求 出 准 均匀 场 E 内 ， 也 
即 是 在 整个 导体 范围 内 变化 很 小 的 场 内 导体 上 所 受 的 力 。 在 这 种 
场 内 , 在 第 一 近似 下 ， 还 可 以 从 (2. 14) 式 算出 导体 的 能 量 ， 而 力 开 
则 定义 为 这 能 量 的 陡 度 : 


F= gad —1 owV ead, Cp. (5. 10) 


总 力矩 K, 一 般 珊 来 ,甚至 在 均匀 的 外 电场 内 也 不 为 零 。 根 据 
力学 的 普 逼 法则 , 由 研究 导体 的 无 穷 小 虞 转动 ， 我 们 可 以 求 出 K。 
在 这 种 转动 时 的 能 量变 化 与 的 关节 为 32 一 一 Ky, 式 中 8 由 为 
转动 角 。 在 均匀 场 内 ， 导 体 转 动 8y 角 相当 于 电场 相对 于 导体 转 
动 一 8 角 。 这 时 场 的 变化 为 8 区 = 一 [由 -@], 而 能 量变 化 为 


3U ss 22 
2 = EaE = sy| | 


但 3&l/aE@E-- 一 2, 这 从 上 比较 (2. 13) 式 和 (2. 14) 式 可 以 看 出 。 因此 


82= eh 由 此 得 . 
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19@1， i 1 1) 


有 


如 果 作 用 在 导体 于 的 总 力 和 总 力矩 等 于 雾 ， 划 导体 在 电场 内 
保持 静止 ， 于 是 与 导体 形变 有 关 的 效应 ( 称 为 电 致 伸 糖 ) 提 到 首要 
的 地 位 。 作 用 在 导体 面 上 的 力 (5. 1)， 引 起 导体 的 形状 和 体积 改 
变 。 这 时 由 于 力 具 有 拉 伸 的 性 质 ， 因 而 导体 的 体积 增 犬 。 但 要 完 
全 求 出 形变 ， 必 须 解 弹性 理论 的 方程 ， 这 时 导体 表面 的 力 分 布 如 
(5. 了 ) 式 所 示 。 但 是 ， 如 果 只 对 体积 变化 咸 兴 趣 ， 则 间 题 的 解法 就 
要 简单 得 多 。 

为 此 必须 郑 虚 到 ， 如 果 形 变 很 小 (实际 上 电 致 什 夭 就 是 这 种 情 
况 )， 则 形状 变化 对 体积 变化 所 生 的 影响 是 二 般 小 效应 。 因 此 , 在 
第 一 近似 下 , 可 以 把 体积 的 变化 看 作 形状 不 发 生变 化 的 形变 , 也 即 
是 可 以 把 它 看 成 由 某 种 有 效 剩余 压强 Ap 所 引起 的 各 向 伸 长 , 这 种 
压强 均匀 分 布 子 物 体 的 表面 ， 而 不 是 像 (5. 1) 式 那样 的 精确 分 布 。 
将 Ap 乘 上 物体 的 各 向 伸 长 系数 (均匀 膨 乃 系数 )， 就 得 到 体积 的 
相对 变化 。 按 照 熟 知 的 公式 ， 压 强 Ap 定义 为 导体 的 电能 人 Y 对 其 


体积 的 导数 Ap= 一 > 


假设 形变 电场 是 由 带电 导体 本 身 所 产生 的 。 于 是 ， 能 量 为 
Bl 一 e/20, 而 压强 为 
2 
23 元 ( 霹 ) 


当 导体 形状 不 变 时 ， 导体 的 电容 (长 度量 网 的 量 ) 与 其 线 度 成 正比 ， 
即 与 克成 正比 。 因此 , 我 们 得 到 


e? -ep 、 . 
A 607™ 67 (5. 12) 


全 这 样 冰 脂 的 量 为 导 休 本身 作 用 于 表面 上 的 压强 ,由 改变 正和 号 ， 可 以 得 到 从 
外 区 作用 在 表面 的 压强 。 
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如 果 未 带电 导体 是 在 均匀 的 外 电场 名 内 ， 则 导体 的 能 量 由 
(2. 14) 式 给 出 。 因 此 , 在 这 种 情况 下 , 拉 伸 压强 为 
Ap 一 二 aaaGiGw. (5. 13) 


en 例 是 
工 珊 电容 为 (导体 继 度 的 数量 级) 的 小 导体 距离 中 径 为 nc(ax>c) 的 球 
形 导 体 中 心 为 +。 假定 从 导体 。 至 球面 的 距离 * 一 只 大 于 o， 但 不 大 于 a。 
两 导体 用 知 导 柳 连 接 后 ， 于 是 它们 的 电势 5 相同。 试 求 两 个 导体 的 相互 斥 
力 。 
解 . 由 于 导体 c 很 小 ， 可 以 假设 , 导体 的 电势 为 大 球 在 7 处 所 产生 的 电 . 
势 亚 和 导体 本 身 的 电荷 所 产生 的 电势 和 之 和 。 由 此 , 我 们 得 到 = 2 十 
或 “= ce(1 一 全 )。 所 求 的 相互 作用 力 到 定义 为 导体 。 的 电荷 。 与 球 的 电 葵 
up 之 加 的 库 偷 斥 力 : 
2 & 
z Fr 
(这 式 子 的 正确 程度 达到 。 的 更 高 里 次 的 项 )。 和 由 此 可 见 ,小 导体 受到 球 的 斥 
力 , 随 趋 近 球面 而 减 小 。 
2. 设 带电 球形 导体 被 切 为 两 中。 就 求 两 中 球 的 相互 尿 力 @ 。 


解 . 膀 两 中 玖 饶 无 展 锋 的 小 通 分 开 , 将 力 ( 全 Jeos4 [(5.1) 式 的 力 环 在 
垂直 于 个 球 分 界面 的 方向 上 的 投影 ] 对 它们 的 表面 进行 积分 ， 我 们 就 可 求 出 
每 一 中 球 上 所 受 的 力 。 在 狭 链 内 , 召 = 0, 而 在 球 的 外 表面 上 , 瑟 一 与 , 这 里 
为 球 的 中 径 , 而 。 为 球 上 的 总 电荷 。 车 果 得 到 


3. 所 求 与 上 题 相同 ,但 未 带电 球 在 垂直 于 分 界面 的 均匀 外 电场 低 内 。 
解 ， 与 例题 2 相似 ,所 不 同 的 只 是 在 球 表面 上 , 3 区 cos 0( 按 照 ; 3 例 


@D 在 例题 2 和 383 内 ,假说 两 伞 球 的 电势 相同 。 
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题 1)。 于 是 所 求 的 斥 力 为 3» 
P= (52. 
4. 坛 求 均匀 外 电场 所 的 导电 球 的 体积 变化 和 形状 变化 。 


解 .- 体积 的 变化 为 7 - 他， 式 中 天 为 物质 的 各 界 伸 长 模 量 ， 而 Ap 由 


(5.13) 式 求 出 ， 对 球 亲 座 , aiw = stxa= 世 six(a 从 $ 3 例题 1 得 出 ), 于 是 
Ay 3G2 
V 87 
由 于 形变 竺 果 , 球 变 成 长 椭 球 。 为 了 求 出 这 长 椭 球 的 偏心 座 ， 可 以 把 形 
变 看 作 在 导体 体积 内 的 均匀 切 变 ， 如 同 在 求 总 体积 的 变化 时 ， 我 们 合 把 它 看 
成 均匀 的 各 向 促 长 形变 一 样 。 
形变 物体 的 平衡 条 件 ， 可 以 表述 成 静电 能 和 强 性 能 之 和 为 极 小 值 的 条 
件 。 按 照 (2. 12) 和 (4. 26) 式 ,其 中 第 一 种 能 量 等 于 


了 rz PVE 3Va-b 
Ur En 一 人 E， 


” 式 中 也 为 球 原 来 的 侍 径 ，a 和 5b 是 椭 球 的 全 辆 , 而 








rah 33) 式 ]。 

由 于 ; , 因而 不 为 零 的 只 是 形变 强 
量 的 分 量 : wos 和 tyy 一 wzwo 因 为 我 们 所 研究 的 在 衡 是 相对 于 形状 变化 而 性 ， 
这 时 我 们 可 以 假定 体积 是 不 变 的 , 即 wi; 一 0。 因 此 , 弹性 能 @ 可 以 写成 


i 工 
Ua = Vs yy) Uzo— Wyy)V 


“(ctw 是 弹性 应 力 张 量 )。 于 是 我 们 有 
(omg 一 oyy) = Zp 22s — Uyy)s | 
式 中 天 为 物质 的 切 变 横 晤 ， 而 ‘yy — wyy = (4 b)/R, 因此 ， 


ee 2 (a—b)? 
mm = a 


对 (a 一 如 ) 求 旬 以 om 性 十 吵 电 龟 es 我 们 得 到 


光世 

















DD 参 晤 “ 连 各 介质 力学 ”第 二 县 . 第 二 部 分 ，$ 4 
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= : 

5. 斌 求 党 带电 的 波 态 导体 平面 上 传播 的 波 的 频 府 和 波长 之 间 的 关系 (在 
重力 场 内 ), 并 求 甩 识 画 的 稳定 条 件 (H. H. 弗 法 克 耳 , 1935)。 

解 . 发 波 沿 > 辆 方向 传播 , z 珊 的 方向 苹 直 向 上 。 液体 才 面 各 点 的 坚守 
移动 为 f=aei%r-ot)。 当 表面 攀 止 时 ， 琢 面 上 的 场 强 为 恕 := 忆 =4rco， 而 
场 势 为 ?= 一 4rva2; 式 中 oo 为 面 电 蓓 密 麻 。 振 动 面 :E 的 场 势 我 们 写 为 

p=—4roeost 9s, 
91 二 常数 ei'x2-wt)g “2 
式 中 91 为 满足 方程 Ai=0 的 小 修正 值 , 当 * 一 ce， 它 变 为 零 。 在 导体 表面 
上 , 电势 必须 为 恒 值 , 我 们 今 它 为 雾 ,于 是 由 此 得 到 
91 bz 0 = 和 4root. | | 

按照 5.1) 式 ， 作用 在 带电 液体 玫 面 的 附加 负 压 强 ， 精确 到 91 的 一 次 项 ， 

等 于 
Eno koops | 全 2rod + drodht, 
常数 项 2rcg 是 不 重要 的 (可 以 把 它 包含 在 恒定 外 压强 内 )。 

研究 波 内 的 流体 力学 运动 完全 与 毛 稻 波 理论 相 类 似 @, 所 不 同 的 只 是 存 
在 上 面 所 指出 的 附加 压强 。 在 液体 表面 上 , 我 们 得 到 边界 条 件 为 
| 人 | 一 2 丰 一 公 cr 0， 

式 中 a 为 卖 面 张力 系数 ， P a 而 @ 为 它 的 连 度 势 。 也 和/ 之 于 
还 存在 下 列 的 关系 式 : 





at 33】」:-0 
“将 ¢ 一 WE 一 Or) 和 DB Aeiks-wt)oks 代入 上 面 丙 个 关系 式 内 并 消去 a 
da 我 们 得 到 所 求 的 & 与。 之 问 的 关 和 柔 式 为 


w2 = 和 (gp dratal). - (1) ， 
为 了 使 波 面 是 稳定 的 ， 频 率 。 对 太 的 任何 值 必 须 为 实 值 ( 否则 ”将 为 含 


有 正 的 违 数 部 分 的 复数 ， 而 且 因 了 于 e i%t 将 无 限 地 增加)。(1) 式 右 侧 为 正 值 
的 条 件 为 (4rza)? 一 4gPa 一 0, 由 此 得 








Q 参 疗 “ 连 种 介质 力学 ”第 二 版 , 第 一 部 分 $ 61。 
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这 也 就 是 稳定 条 件 。 
6. 试 求 带电 球形 滴 的 稳定 条 件 ( 瑞 利 , 1882)。 
解 . 球 广 的 静电 能 和 表面 能 之 和 为 


2C2 
WU= 50 toS, 


式 中 a 是 波 体 的 表面 张力 柔 数 , C 为 球 泣 的 电容 , 8 是 它 的 表面 曾 积 。 当 球 伸 

长 变 为 权 球 时 发 生 不 稳定 (e 堆 加 ), 井 且 这 种 不 稳定 发 生 于 勾 变 成 偏心 率 的 

递 碱 画 数 的 时 泌 ( 保 持 球 滴 体 积 不 变 )。 球 的 形状 永远 相 应 于 极 值 %， 因 此 ， 

稳定 条 件 为 | 

.0920 
a(a—b)?|o., 
式 中 a 和 5 为 椭 球 的 咎 朝 , 而 进行 微分 时 ab? = 常数。 利用 热 知 的 棉 球 吉 面 
会 式 和 它 的 电容 公式 (4. 18), 在 多 过 过 为 宛 长 的 计算 后 ; 我 们 得 到 


e216raw, 


>0, 


第 二 章 ”电介质 的 静电 学 


: § 6 电介质 内 的 静电 场 
我 们 现在 转 到 研究 另 一 类 物质 一 电介质 一 内 的 恒定 电 
场 。 
电介质 的 主要 性 质 是 它 的 内 部 不 可 能 流 过 恒定 电流 。 因 此 ， 
和 导体 不 同 ， 电介质 内 的 恒定 电场 强度 不 应 等 于 雳 ， 因而 我 们 必须 
求 出 描写 这 种 场 的 方程 。 由 对 (+. 3) 式 求 平 均值 , 得 到 其 中 一 个 广 
程 ， 和 南面 一 样 这 方程 为 
rot E=0. . 《6. 1) 
”对 方程 div e 二 4mrp 求 平均 值 ， 得 到 第 二 个 方程: 
divE=4n7Pp. (6. 2) 
现在 我 们 假定 , 没有 任何 外 电荷 被 带 到 电介质 的 内 部 ; 这 是 一 种 最 
普通 也 是 最 重要 的 情况 。 于 是 , 电介质 全 部 体积 内 的 总 电荷 , 在 将 
电介质 带 太 电场 以 后 , 也 仍然 等 于 震 : 


|5ar= 0， 


这 个 积分 式 对 任何 形状 的 电介质 都 必须 满足 ， 它 才 明 平均 电荷 密 
许可 以 写成 某 一 矢量 (一 般 用 一 P 表示 ) 的 散 度 形式 : 
B=—divP, (6. 3) 
在 电介质 外 ,P=- 0。 实 际 上 , 如 果 假 想 , 电介质 被 一 个 表面 所 包 图 ， 
并 且 这 表面 处 处 在 电介质 以 外 通过 ， 对 这 表面 所 图 成 的 体积 进行 
积分 , 我 们 得 到 
|zar=—|aivPar = — PPdt=0. 
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量 P 后 极 


-~~ 


~ 人 ~ 


ey 
对 两 个 无 限 灌 近 的 单位 面积 (两 侧 和 电介质 面相 接 ) 所 国 成 的 体积 
元 积分 (6.3) 式 ， 并 考虑 到 在 外 面 的 面积 上 P=0， 于 是 我 们 得 到 
[和 (1. 9) 式 的 推导 比较] 

o=P,, (6. 4) 
式 中 Pb 是 矢量 卫 在 表面 外 法 线 方向 上 的 分 量 。 

为 了 天明 量 P 的 物理 意义 ， 我 们 来 研究 电介质 内 全 部 电荷 的 
总 偶 极 矩 , 与 总 电荷 不 同 , 总 偶 极 竹 不 应 等 于 零 。 按 照 偶 极 和 扎 的 定 
义 , 这 即 是 积分 : 

-|riar. 
把 (6. 3) 式 的 5 代入 上 式 ， 再 对 包围 整个 物体 的 体积 进行 积分 ,我 
们 得 到 


|rzar=| iy Pa =:= ee 
对 表面 的 积分 为 雾 , 而 在 第 二 个 积分 内 , 我 们 有 (PV)r 一 P, 于 是 
| rav= |Par. (6. 5) 
由 此 可 见 ， 极 化 矢量 代表 电介质 单位 体积 的 偶 极 和 扎 ( 或 如 通常 所 
说 , 电 征 )。 
把 (6.3) 代 入 (6. 2) 式 ,我 们 得 到 静电 场 的 第 二 个 方程 为 
“ divD=0, - ， (6. 6) 
这 里 引入 了 一 个 新 的 量 D, 定义 为 
@ 应 该 注意 天, 电介质 内 的 关系 式 (6.3) 和 电介质 外 的 条 件 已 =0 本 身 , 还 不 足 


以 唯一 地 确定 到; 在 电介质 内 部 区 域内 ， 可 以 在 P 上 办 上 一 个 形式 如 rot ff 的 关 量 。 
只 有 和 偶 极 和 矩 联系 起 来 ,最 后 到 能 确定 也 。 、 
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D= E+4rP, (6. 7) 
床 为 电 威 应 强 府 9。 对 电介质 内 的 电荷 密度 求 平 均值 ， 就 可 得 到 
(6. 6) 式 。 如 果 在 电介质 内 从 外 面 引入 外 电荷 (我 们 将 称 它 为 旁 电 
荷 ), 那 未 , 在 (6. 6) 式 的 右 侧 还 应 该 添上 旁 电 荷 密度 : 
| divD = 47 pg. (6. 8) 
在 两 种 不 同 的 电介质 的 分 界面 上 , 必须 满足 一 定 的 边界 条 件 。 
其 中 一 个 条 件 是 从 方程 rot 正 = 0 得 出 的 精 果 。 如 果 分 界面 的 物理 
性 质 @ 是 均 与 的 , 那 末 , 这 个 条 件 要 求 电 场 强度 的 切 向 分 量 必 须 是 
Bis= Eot (6. 9) 
[和 条 件 (1. 7?) 的 推导 上 比较 ]。 再 从 方程 divD=0, 可 以 得 到 第 二 个 
条 件 , 它 杰 求 垂 站 于 分 界面 的 感应 强度 分 量 必须 是 连续 的 ; 
Din = Don. (6. 10) 


实际 上 , 法 向 分 量 D, 一 Ds 的 突变 ， 表明 导数 与 2 以 及 divD 


变 成 无 穷 大 。 

在 电介质 和 导体 的 分 界面 上 , Ei: 二 0, 又 从 (6. 8) 式 ， 得 到 法 向 
分 量 的 条 件 为 

E:=0, D,=47ro, (C6.11) 
式 中 是 导体 表面 上 的 电荷 密度 。 


$7. 介 电 常数 
要 使 (6. 1) 和 (6. 6) 式 成 为 确定 静电 场 的 完全 方程 组 ， 我 们 还 


@ 了 有 时 也 用 考 克 斯 韦 所 采用 的 “电位 移 ” 名 称 ， 但 这 个 名 尊 应 避 认 为 是 过 时 
了 。 

四 也 郎 指 接触 电介质 的 成 分 ` 温 度 等 而 言 , 如 果 电 介质 是 晶体 , 那 末 玫 面 的 晶 铅 
应 该 保持 不 变 。- 


ba 
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必须 加 上 一 个 联系 感应 强度 D 和 电场 强度 下 的 关系 式 。 在 经 大 

”多 数 的 情况 下 ， 可 以 假定 这 种 关系 是 禾 性 的 。 这 种 灵性 关系 相应 

于 DD 展开 为 EE 的 里 级 数 的 头 几 项 ,并 且 是 由 于 外 电场 小 于 内 部 的 
分 子 场 。 : 

D 对 E 的 线性 相依 关系 , 在 电介质 为 各 向 同性 的 最 重要 情况 . 

下 , 取 特 别 简 单 的 形式 。 显 然 , 在 各 向 同性 的 电介质 内 , 矢量 DD 和 

EE 的 方 容 应 该 相同 。 因 此 ， 它 们 之 癌 的 线性 关系 归 精 为 简单 的 比 

例 关 系 ®: 





D= sE， (7. 1) - 
系数 -s 称 为 物质 的 介 电 常数 ， 它 是 物质 的 热力 学 状态 的 西数 。 
和 电感 应 强度 一 样 , 极 化 强度 也 和 电场 成 正比 : 


A 2 
P= rkE= A 





E. | (7. 2) 


量 « 称 为 物质 的 极 化 系数 (或 物质 的 电介质 极 化 率 )。 下 面 (8 14) 
将 证 明 , 介 电 常 数 总 是 大 于 1; 因而 极 化 率 也 永远 是 正 的 。 稀 朴 媒 
质 (气体 ) 的 极 化 率 可 以 假定 与 它 的 密度 成 正比 。 

在 两 种 各 向 同性 的 电介质 的 分 界面 +， 边界 条 件 (6. 9) 和 
(6. 10) 取 如 下 的 形式 : 

Ei— Ete, SBne= Ba (7. 3) 

由 此 可 兄 ,电场 强 座 的 法 向 分 量 败 生 突 变 , 它 与 两 种 媒 刻 的 介 
电 常 数 成 反比 地 变化 。 

在 均匀 的 电介质 内 ，s= 常 数 ， 于 是 从 方程 divD=0 得 出 : 


“但 是 , 应 访 膏 明 ， 这 种 关 采 假定 了 D 与 EE 同时 变 为 者 ， 严格 襄 来 ,只 在 物理 
性 质 (成 分 . 注 度 等 ) 为 均匀 的 电介质 内 才 是 正确 的 。 在 非 均匀 物体 内 , 序 使 E=0，D 
的 什 也 可 以 不 为 零 , 并且 由 沿 物 体 变化 的 热力 学 量 的 陵 度 来 决定 。 但 是 , 这 些 项 很 小 ， 
实际 上 在 任何 现象 中 痢 不 起 作用 。 央 此 , 熙 至 在 不 均匀 物体 内 , 我 们 以 后 也 将 用 (7.1) 
式 。 
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divP 二 0。 由 (6. 3) 的 定义 , 这 表明 , 在 这 种 物体 内 不 存在 体 电荷 密 
. 度 [ 面 电荷 密度 (6. 4), 一 般 设 来 并 不 为 雳 ]。 相 反 地 ， 如 果 电 介质 
不 是 均匀 的 , 那 末 我 们 就 得 到 不 为 零 的 体 电荷 密度 : 

D e—1 


D = 一 一 coTad 二 一 一 
a 8 





P=—divP= —dive— 
477 


| E 
i Ve. 


如 果 按 照 刀 = 一 gradp 引入 电场 势 , 则 (6. 1) 式 自动 地 得 到 满足 , 而 
由 方程 divD=diveE= 二 0 得 出 | 
div(sv9)=0. (7. 4) 
这 个 方程 只 在 均匀 的 介 电 媒质 内 才 变 成 通常 的 拉 普 拉 斯 方程 。 边 
界 条 件 (7. 3) 可 以 改 写成 如 下 的 场 势 条 件 : 
91 一 yo 
so = go 2, | | (7. 5) 
( 场 势 的 切 向 导数 为 连续 的 条 件 与 ? 本 身 的 连续 性 条 件 完全 等 
效 )。 
在 块 状 均匀 的 电介质 内 ， 对 每 一 均匀 部 分 ，(7. 4) 式 都 变 成 拉 
普 拉 斯 方程 Ag= 0, 于 是 介 电 常数 只 是 通过 条 件 (7. ee 
的 解 内 。 但 是 这 些 条 件 只 包含 互相 接触 的 两 种 媒质 的 介 电 常 
比 。 特 别 是 ,对 被 介 电 常 数 为 si 的 媒质 所 包围 的 介 电 常数 为 
介 电 物 体 ， 求 这 种 静电 学 问题 的 解 因而 就 归 辕 为 求 鞭 空 内 介 电 常 
数 为 sa/si 的 介 电 物体 的 静电 学 问题 的 解 。 
现在 来 研究 一 个 问题 : 如 果 导 体 不 是 在 里 空 内 , 而 是 在 各 向 同 
性 的 均匀 介 电 媒质 内 ， 则 前 一 节 所 得 到 的 关于 导体 静电 场 的 结果 
应 如 何 改变 。 在 两 种 情况 下 ,电势 的 分 布 都 可 用 方程 Ap 一 0 来 描 . 
写 , 其 边界 条 件 是 在 导体 表面 y 保持 不 变 , 所 不 同 的 只 是 代替 与 面 


电荷 密度 的 关系 : Bn 一 一 名 一 4ma, 现在 是 
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Dn= — s32= dm. fA (7. 6) 


由 此 可 见 , 求 芙 空 内 带电 导体 的 电场 问题 的 解 可 由 对 电势 和 
电荷 作 形 式 代 换 : 9 一 s9，e 一 6) 或 者 9 一 0，e 一 e/s， 变 成 求 介 电 媒 
质 内 的 相同 问题 的 解 。 当 导体 的 电荷 给 定时 ， 场 势 和 电场 强度 与 
它们 在 苏 空 内 的 数值 比较 , 减 小 s 倍 : 场 的 这 种 三 小 , 可 以 直观 地 
解释 为 导体 上 的 电荷 被 邻接 的 极 化 电介质 上 的 面 电荷 所 部 分 “ 屏 
项 ”的 精 果 。 如 果 导 体 的 电势 保持 不 变 ， 则 电场 也 保持 不 变 , 但 导 
体 的 电荷 增加 了 se 倍 。 

最 后 应 该 指出 , 在 静电 学 中 , 可 以 形式 地 把 导体 (未 带电 的 ) 看 
作为 介 电 常数 无 限 大 的 物体 ,这 即 是 说 ， 导 体 对 外 电场 的 影响 , 和 
s 一 cc 的 电介质 (相同 形状 ) 所 产生 的 影响 相同 。 实 际 上 , 由 于 感应 
强度 D 的 边界 条 件 是 有 限 的 , 因此 , 在 物体 内 部 , 甚至 s 一 cc 时 , 它 
也 必须 保持 为 有 限 的 ; 但 这 表明 了 在 这 种 场 内 ,EE 一 0， 这 和 导体 的 
性 质 符合 一 致 。 


例 题 


1. 设 有 点 电荷 。 距离 酚 种 不 同 的 介 电 媒质 的 分 界面 为 hh 斌 求 这 点 电荷 
所 产生 的 电场 。 | 

解 . 设 在 媒质 1 内 电荷 e 所 在 的 点 为 O 点 ,而 它 在 分 界面 另 一 侧 的 镜 
像 (在 媒质 2 内 ) 为 0' 点 (图 10)。 现 在 求 出 媒质 工 内 的 电场 是 两 个 点 电 
点 上 的 大 电荷 e' 一 一 所 产生 
的 电场 (参照 $ 3 的 镜像 法 ): 








Le 2 

E17 €17! 

式 中 7， r' 分别 是 观测 点 至 0 点 和 0' 点 的 距离 。 
更 在 求 媒质 2 内 的 场 是 0 点 的 虚 电 荷 e” 所 产生 
的 场 : 


Fi 二 


_ ee” 
2 E27 
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在 分 界面 上 (= 7)， 必须 满足 条 件 (7. 5), 从 (7. 5) 式 , 我 们 得 到 方程 : 


ee ete' _e™ 
ci E> 
中 此 得 “， 
El1 一 < 2e 
fr 1 2 站 2 1 
二 台 一 已 
€1 二 £27 E1 十 Ez 








当 es 一 o0, 有 er= 一 e) ps = 0; 也 就 是 我 们 又 回 到 $ 3 中 所 得 到 的 对 导电 
平面 附近 的 点 电荷 所 产生 的 场 的 结果 。 
| i a 一 


~( 夯 ) EL 一 cz | 
= 2h El(e1 tes)’ 


五 0 相应 于 斥 力 。 
2. 与 上 题 同 , 设 有 带电 的 无 限 长 直 导 钱 , 与 分 界面 平行 , 井 距 分 界面 为 力 
试 求 这 导线 所 产生 的 场 。 
解 - 和 前 一 问题 的 解法 完全 相似 , 所 不 同 的 只 是 在 两 种 媒质 办 的 场 势 为 


2e 2e! 、 2e” 
yp1 一 = 一 人 ln7r， g2 一 一 二 nr， 
£2 €2 


式 中 6, e'e7 分 别 是 导 醒 单位 长 认 和 它 的 “ 鲁 像 ”上 的 电荷 ， 而 r+,r' 是 在 与 
导线 重 直 的 平面 内 的 距离 。 对 于 e, e' 和 e"， 我 们 得 到 和 (IJ) 式 相同 的 式 子 ， 
而 作用 在 导线 单位 长 度 上 的 力 为 
F= 2ee: _ ei(€1— > 
2he1 he(eii+éE2) 
3. 设 有 带电 的 无 限 长 址 导线 与 牛 笃 为 4 的 图 柱 体 (E= sz) 平 行 着 距 离 其 
朝 为 5(b>a)( 导 钱 在 介 电 常数 为 e1 的 媒质 内 )， 献 求 这 导线 所 产生 的 易 @ 。 
解 ， 我 们 把 媒质 工 内 的 场 当 作 这 样 三 条 导 禾 在 均匀 电介质 5 内 所 产生 
的 场 , 其 中 一 条 为 实 的 带电 导弹 在 每 单位 长 度 上 带 应 电荷 e( 通 过 图 11 中 的 
0 点 ) 其 它 两 条 都 为 束 的 带电 导线 , 分 别 在 每 单位 长 度 下 带 北 电 蓓 e' 和 一 en 
(分 别 通过 4 点 和 0! 点 )。4 点 至 图 心 的 距离 为 


40'= 和 二 





于 是 ， 圆 周 上 的 各 点 分 别 至 0 点 和 4 点 的 距离 + 和 r"， 保 持 恒定 的 比值. 


”®” 介 电 球 附近 的 点 电荷 的 类 位 加 题 , 不 能 在 有 限 形式 下 解 出 。 
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加 it 


所 = 对， 因而 在 这 图 向上 , 边界 条 件 能 够 满足 。 同 样 ， 求 出 媒质 4 内 的 易 是 
通过 0 点 的 导线 上 的 虑 电荷 er 在 均匀 媒质 ex 内 所 产生 的 场 。 

分 界面 上 的 边界 条 件 , 用 电势 p( 正 = 一 grady) 和 由 DD=rotA (符合 方程 
div D=0) 所 定义 的 舌 势 A( 戎 并 $3) 可 以 方便 地 表示 上 岂 来 ; 在 平面 问题 中 ， 
矢量 A 的 方向 指向 轴 (部 垂直 于 图 平面 )。 于 是 王 的 切 向 分 量 和 DD 的 泊 
向 分 量 为 连 午 的 条 件 , -与 下 处 的 条 件 等 效 : 


p1=p2; Ai= 4;. 
带电 导线 所 产生 的 声 , 用 极 坐 标 7,9 时, 为 "一 一 演 lnr 十 常数 , 4 一 260 
十 常数 (与 (3. 18) 式 比较 )。 因 此 , 边界 条 件 为 
这 一 elnr 一 elnr' 十 etlna) = -inr 十 常数 ， 


2[e 十 erb' 一 eg 十 g0)] 一 2e70 
(各 角 的 符号 如 图 11 所 示 ; 并 利用 了 相似 三 角形 00'B 和 BO'4)。 由 时 得 
豚 :， EzCe 十 e!)=E16e1，6 一 e!=erW， 并 且 对 e' 和 e"， 重 新 得 到 例题 1 的 (1) 
式 。 
作用 于 带电 导 绑 单位 长 度 上 的 力 与 00’ oe 并 等 于 


2ee! (去 to)- 
El1 OA4 00 


二 2e2(<1 一 E€2 )a2 
El(E1+ £2)0(b2— 0?) \ 





F=ebh= 


(>0 相 应 于 斥 力 )。 
4. 所 求 与 前 存 一 样 , 但 导 绑 通过 介 电 和 常数 为 &2 的 轩 柱 体内 部 (2?>a)。 
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解 ， 我 们 求 出 媒质 2 内 的 声 
是 实 导 线 e( 图 12 中 的 0 点 ) 和 通 
过 圆柱 外 4 点 的 虚 导 名 。 所 产生 
的 场 。 求 出 媒质 1 内 的 场 是 分 别 
通过 0 和 0”、 电 蓓 分 别 为 e” 和 





00=o 








04= 4% e 一 er 的 导 久 所 产生 的 场 。 利 用 和 
图 12 前 一 问题 和 相同 的 方法 , 我 们 得 到 
EL—E€ 六 
人 


导线 所 受到 的 加 柱 体 的 乐 力 ( 当 >>5 时 ) 为 
_2ee’ 1 2e?(€2—E1)b 


, Ez OA ExE1tE2) C00) 
5. 就 证 明 : 由 r4 点 处 的 点 电荷 。 在 任意 的 非 均 匀 介 电 媒 质 内 的 rp 点 
处 所 产生 的 声势 p4(rBp), 等 于 由 rg 点 处 的 相同 电荷 在 r4 点 处 所 产生 的 场 
势 pp(CrB)o 
解 . 场 势 wp4(zr) 和 ps(r) 满 足下 列 方 程 : 
div(EVYp4) 一 一 4re5(r 一 pm4)， 
div(€vgB)= —4red(r—rp). 
用 ps 乘 第 一 式 ， 94 乘 第 二 式 ， 然后 从 第 一 式 减 去 第 二 式 , 我 们 得 到 
div(pBeV94) 一 Qiv(p4EVYpB) 一 
一 一 4re5GCr 一 rr4)pp(r) 十 4re5(m 一 mB)pd4Cz). 
把 这 个 等 式 对 全 部 空间 进行 积分 , 就 得 到 所 求 的 关系 式 为 


pACrB) =pp(rA). 


§ 8. 介 电 椭 球 


在 均匀 外 电场 内 的 介 电 椭 球 的 极 化 , 具有 一 些 奇 异 的 特征 , 因 ， 


而 引起 了 特别 的 兴趣 。 

我 们 首先 来 研究 一 个 简单 的 特殊 情况 一 一 外 电场 区 内 的 介 电 
球 。 我 们 用 sm 表示 介 电 球 的 介 电 常数 , 而 用 ste 表示 球 外 的 媒质 
的 介 电 常数 。 选 择 球 面 坐标 系 的 原点 为 球 心 ( 极 角 0 从 方向 算 
起 ), 于 是 求 出 球 外 的 场 势 为 
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g9(2) 一 -Cr+ AE; 


第 一 项 是 外 加 电场 的 电势 , 而 第 二 项 给 出 球 所 引起 的 电势 变化 , 在 
无 穷 远 处 变 为 雳 (与 $ 3 例题 1 的 解 比较 )。 于 是 球 内 的 场 势 可 以 
写 为 
9°=—BEr; 

这 是 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 唯一 画 数 , 它 在 球 心 上 保持 有 限 , 而 且 只 
决定 于 重 矢 量 E 一 一 上 述 问题 中 的 唯一 参数 。 

常数 4 和 成 从 球面 上 的 边界 条 件 求 出 。 但 我 们 立刻 注 意 到 ，- 
球 内 的 场 E@= BE 是 均匀 的 ， 它 和 外 加 场 区 的 差别 只 是 绝对 值 
不 同 。 

电势 为 速 绕 的 边界 条 件 给 出 


Bo 一 E(1 - 塌 ) 
(五 是 球 的 定 径 ), 而 由 威 应 强度 的 法 向 分 量 的 连续 性 条 件 得 出 
pm=-eo@(1+ 着 ) : 


“从 这 两 个 等 式 内 消去 4, 我 们 得 到 


坷 (D+2e OE®) = eo@, (8. 1) 
或 者 代 大 TD 一 aE , 于 是 
3g'e) ¢ 
i 0 


无 限 长 的 介 电 圆柱 体 在 与 其 坝 和 会 直 的 外 电场 由 的 轩 题 ， 可 以 
用 完全 相似 的 方法 来 解 出 (与 $3 的 例题 2 比较 )。 柱 体内 的 场 ， 
_ 和 前 一 例子 中 球 内 的 场 一 样 , 是 均匀 的 。 它 满足 下 列 关系 式 : 
言 (De 二 eeEe) -eeogE (&. 3) 
或 
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中 S(e) 
关系 式 (8. 1) 和 (8. 3) 没 有 显 式 地 包含 球 或 柱 体 的 介 电 常数 
sw， 具 有 特别 重要 的 意义 , 这 是 因为 这 两 个 关系 式 的 正确 性 和 物 
体内 玉 与 DD 问 的 线性 关系 无 关 ; 在 任何 形式 的 关系 下 (包括 各 向 
异性 物体 ), 它们 都 成 立 。 下 面 的 类 似 关系 式 具 有 同样 的 性 质 。 
对 于 纵向 场 内 的 图 柱 体 : 


EY = (8. 4) 


~ EM=E, (8. 5) 
对 于 与 场 答 直 的 平行 平面 板 : 
Deo = seG@E， (8. 6) 
这 些 关系 式 可 从 边界 条 件 直接 看 出 。 


一 般 说 来 , 任何 椭 球 ， 不 葵 共 人 秆 轴 a.5、c 的 比值 如 何 , 只 要 放 
在 均匀 的 外 电场 内 ， 都 具有 在 共 内 部 产生 均匀 电场 的 性 质 。 利 用 
椭 球 坐标 求解 介 电 丹 球 的 极 化 并 题 , 和 $54 中 解 导电 椭 球 的 极 化 
问题 相似 。 

现在 再 求 椭 球 外 的 场 势 为 (4. 22) 式 : g' 二 goP(E)， 共 中 画 数 
F(E) 从 (4. 23) 得 出 。 但 在 椭 球 内 的 场 势 g 内 不 可 能 包含 这 样 的 
画 数 , 因为 它 不 满足 在 整个 椭 球 体积 内 场 有 限 这 一 条 件 。 实 际 上 ， 
我 们 来 研究 表面 = 一 c。2， 它 是 椭 球 体积 内 xy 平面 上 的 椭圆 面 。 
当 & 一 一 0c? 时, (4. 23) 式 积分 的 行为 和 MVE+c3 一样 。 因 此 , 场 强 ， 
也 即 是 电势 陡 度 , 将 和 (十 co?) 飞 一样 变 化 ， 而 当 & 二 一 o 时 趋向 
于 无 穷 大 。 由 此 可 知 , 对 于 椭 球 内 的 场 , 只 适合 (E) = 常数 的 解 ， 
0 

i = Bpo 

我 们 看 几 ， 志 和 和 罗 饭 委 的 差别 员 是 多 一 个 省 数 
子 。 换 名 话说, 在 椭 球 内 的 场 是 均匀 的 。 

我 们 在 这 里 不 去 写 出 构 球 外 的 意义 很 小 的 电场 公式 。 无 须 实 
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写 出 边界 条 件 , 只 要 利用 一 些 我 们 已 熟知 的 灶 果 , 就 可 以 求 得 本 
球 内 的 均匀 电场 。 

首先 假定 ， 椭 球 在 趴 空 内 (so"= 1)。 于 是 在 矢量 E”，D"” 和 
E( 它 了 的 方 击 都 相同 ， 妈 招 闭 普 下 的 方 南 ) 之 天 必须 存在 下 列 的 
线性 关系 : 

aBs+t bDs= &,, 

式 中 的 系数 a,5 和 椭 球 的 介 电 常数 s 无 关 ， 只 依 顿 于 椭 球 的 形 
状 。 这 种 线性 关系 的 存在 可 以 从 边界 条 件 的 形式 看 出 ， 从 上 面 球 
体 和 圆柱 体 的 例子 , 我 们 已 证 明 这 一 点 。 | 

要 确定 a 和 5, 我 们 必须 注意 到 , 在 平常 的 =1 的 特殊 情况 
下 ,简单 地 有 EE 二 DD, 由 此 得 到 a 十 5 二 1。 另 一 个 我 们 所 熟知 的 
特殊 情况 是 导电 椭 球 。 在 导体 内 了 9 一 0， 而 威 应 强度 De 没有 直 
接 的 物理 意义 , 但 是 可 以 把 它 看 成 是 一 个 形式 量 , 它 和 实 球 的 总 偶 
极 年 的 关系 为 


D=47P= 4 


根据 (4. 26) 式 ,这 时 得 到 
Ds— Es 


J oT ? 


也 即 是 系数 5 二”) 因而 ga 二 1 一 m5 中。 
这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 下 列 的 关系 式 @: 
(L—n7) BE +n DD = CE,. (8. 7) 
对 2y 轨 和 x 地 方向 的 场 , 适合 相似 的 关系 式 , 只 是 其 中 的 系数 


 @ 志 可 以 把 它 写 成 下 列 形式 ; 
Ex = Ez—4rn(sPy. 
最 4rntz?Pz 有 时 称 为 退 极 化 绒 。 对 于 均匀 外 磁 声 中 的 磁化 焰 球 ， 类 像 的 公式 也 正确 
(参看 $ 27)。 与 此 相 美 , 量 am，xt72，n(2 称 为 退 磁 采 数 。 
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不 同 。 和 特殊 公式 (8. 1) 与 (8.3) 一 样 , 不 花 椭 球 内 EE 和 D 的 关系 


如 何 , 它们 都 适用 。 
今 刀 辣 一 s Es, 从 (8. 7), 我 们 得 到 梯 球 内 的 电场 强度 为 
| E 
, 1+ (8 —1)n'” (3:8) 
而 梯 球 的 总 偶 极 矩 为 
Ps=VP,= 人 一 二 Po 一 
Cpc ec 一 G (8 9) 


3 Ti(lev In 
如 果 场 区 在 三 个 轴 上 都 有 分 量 ， 那 末 椭 球 夫 的 场 仍然 是 均匀 
的 , 但是, 一般 襄 来 , 不 与 区 平行 。 对 任意 选择 的 坐标 系 , 都 可 以 把 
关系 式 (8. 7) 写 成 普通 形式 : 
十 map(D 和 一 ED =G (8. 10) 


只 要 用 St5 代 赫 e 中 ， 就 可 以 很 简单 地 变换 到 媒质 的 介 电 常数 
不 为 1 的 情况 。 这 时 , (8. 7) 式 取 下 列 形式 : 
(1— nm) eB) 十 nD 二 se C,. 《8. 11) 
这 个 式 子 特别 可 以 应 用 于 无 限 的 介 电 媒 质 内 笛 球 形 小 孔 内 的 电场 
上 ,为 此 , 必须 售 e9 一 1。 


例 题 电 
工 . 试 求 作用 于 均匀 电场 内 授 转 椭 球 上 的 力 乒 。 
解 根据 普通 公式 (16.13), 作用 在 椭 球 上 的 力矩 等 于 政 =[%E@], 式 中 
狗 是 粒 球 的 偶 极 垂 。 在 通 畦 棍 球 内 ， 矢量 多 位 于 通过 对 称 埋 和 代 方向 的 平面 
内 。 力 乍 厂 向 与 这 个 平面 垂直 ， 但 利用 (8.9) 式 进行 计算 ， 得 到 它 的 移 对 值 
为 | 


@ ”这 一 节 的 例题 中 假定 椭 球 在 荐 垂 内 。 2 
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(€£—1)?|1—3n| C2 sin2a 
Sr[nét1l—n[C—n)et+1i+nl 


式 中 心 是 区 的 方向 和 构 球 的 对 称 轴 之 间 的 夹 角 , 而 ”是 沿 这 个 朝 的 退 极 化 条 
数 [于 是 在 上 与 这 个 轴 重 直 的 方向 上 , 进 极 化 秒 数 为 于 (1 一 2)]。 力 挫 的 方向 


下 一 


是 , 它 力 图 把 长 醋 球 (一 于 ) 和 局 糙 球 (> 到 诗 ) 的 对 称 轴 分 别 转 到 与 场 平 行 
和 答 直 的 位 证 上 。 
对 导电 构 球 (E-，ce), 我 们 得 到 


_ |1i—3n| 
K= TBrndI—n) i YE sin2o. 


2. 发 空心 介 电 球 〈 介 电 常 数 为 8 内 外 秆 径 为 5 和 a) 位 于 均匀 外 电场 @ - 
内 ,就 求 球 腔 内 的 场 。 

解 . 和 正文 中 解 达 名 球 的 场 相似 ， 我 们 来 册 开 外 基 室内 (区 了 7 和 球 腔 
Pe 3) 的 场 势 分 别 为 


9 一 一 已 cosg(” -每 ) 


v3= — BEr coso, 


而 介 电 屋内 的 场 势 (区 域 2) 为 
p2= — OE Ba 


式 中 4, B, C0, DD 为 常数 ,由 ? 和 £3 在 边界 1 一 2 和 2 一 3 上 的 连结 性 条 件 


定 朋 。 由 此 可 见 , 在 球 腔 内 的 场 Es= BC 是 均匀 的 (球形 层 内 的 场 EE， 是 非 均 
匀 的 )。 由 常数 的 计算 , 得 到 下 面 的 结果 : 

9e 
(E+2)(2E+1)—2(E—1)2(b/a) 
3. 与 上 题 相同 , 试 求 均 匀 的 横向 场 内 空心 图 柱 体内 的 场 中 。 
解 ， 与 前 题 一 样 , 得 到 下 面 的 千 果 : 

4 : 

《E 十 1)2 一 (E 一 开 )2(0D/Aa)2 


下 3 一 区 


Es 一 区 


Q@ 在 均匀 扬 内 , 答案 显然 为 E3= 区 。 
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§ 9， 混 合 物 的 介 电 常数 

如 果 物 质 是 小 弥散 的 混合 物 (和 乳胶 体 、 粉 状 混合 物 等 等 ), 那 末 
我 们 可 以 研究 对 大 于 不 均匀 性 线 旗 的 体积 所 求 得 的 平均 电场 。 对 
这 种 平均 场 来 说 , 混合 物 是 均匀 和 各 向 同性 的 媒质 , 因而 描写 这 种 
媒质 的 特征 可 以 采用 介 电 常数 的 有 效 值 , 我 们 把 它 表 示 为 sas。 如 
果 玉 和 DB 是 按 上 述 方 式 而 求 得 的 平均 场 强度 和 平均 万 应 强度 ， 则 
按照 sas 的 定义 , 得 到 
D = see 瑟 . (9. 1) 

如果 混 合 物 的 粒子 是 各 向 同性 的 ， 而 它们 的 介 电 常数 之 差 小 
于 s 本 身 , 那 末 就 可 以 在 普通 形式 下 算出 sgs 值 , 其 精确 讼 达到 上 
面 差 值 的 二 次 项 。 

现在 把 电场 强度 的 定 域 值 写成 用 = 历 十 3， 而 介 电 常数 的 定 
域 值 写成 8 十 38, 其 中 





a . (9. 2) 
是 对 整个 体积 所 求 得 的 平均 值 。 于 是 感应 强度 的 平均 侍 为 
D= (5+8e) (EE) 一 5 十 3s3 (9. 3) 


(因为 按照 gs 和 8E 的 定义 ， 它 们 的 平均 值 等 于 雾 )。 在 雾 级 近似 
下 , sas 一 可 于 是 不 为 雾 的 第 一 改正 项 当然 为 8s 的 二 次 量 , 正如 从 
(9. 3) 式 所 看 到 的 一 样 。 
从 未 平均 方程 div D=0, 精确 到 一 级 小 项 , 我 们 得 到 
div(8+ 88)(E-+8E)=8 div 8E+EvV8s=0, 
或 者 代 大 8E 一 一 grad 8g 后 , 福 到 
5Ad9p= EvV8s. 

把 grad 作用 到 这 个 方程 上 , 我 们 得 到 

Aé8E= -+ (Ev)vs (9. 4) 


$ 9. 混合 物 的 介 电 常数 G7 

对 (9. 3) 式 的 乘积 8s8E 求 平均 值 ， 可 分 成 两 步 。 首 先 对 同一 
物质 的 各 粒子 的 体积 求 平 均值 也 即 是 保持 js 的 值 不 变 求 平均 值 。 
从 (9. 4) 式 ， 很 容易 地 得 到 这 样 的 8E 的 平均 值 。 但 是 由 于 混合 物 
整个 说 来 是 各 向 同性 的 ， 在 对 等 式 (9 4) 两 边 取 平 均值 后 ， 它 右边 


22 
sa a 一- 一 -一 变 成 
| inh, 
于 是 得 到 - 
A 注 二 一 EAs, 
-由 此 得 
和 
3E 一 Bais: 


将 上 式 两 侧 乘 上 Sa， 然 人 各 组 分 求 平 均值 ， i 
FasE— 一 十 Cas) 


末了 , 把 上 式 代 大 (9. 3) 式 ， a 1) 式 比较, 就 得 到 所 求 的 
结果 : 








8 混合 二 Ce (9. 5) 
这 个 式 于 也 机 以 写成 另 一 人 只 要 我 们 注意 到 ， 精 确 到 二 
次 项 ， 
Bb 8s) = (1 -与 2-) 
因此 ， 


生 
se = 3 ， (9. 6) 
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例 是 

设 乳 胶体 的 如 度 很 小 , 而 媒质 (sl) 和 弥散 相 (sz) 的 介 电 常数 之 差 为 任意 
值 , 试 求 这 乳胶 体 的 介 电 常数 。 

解 . 在 积分 

| (D— &E)aV 三 了 一 aE 

内 ， 被 积 卖 达 式 只 在 乳 胺 体 的 粒子 内 部 不 为 老 。 因此 ， 它 与 乳 胺 体 的 体积 汉 
度 < 成 正比 。 在 计算 这 积分 时 , 可 以 假定 乳胶 体 粒 子 在 平均 电场 强 庆 为 吾 的 
外 电场 内 。 保 雷 入 于 是 深 形 的， 井 利 用 (8.2) 式 ， 于 是 得 到 D 和 正之 去 的 比 


例 系 数 为 


3(Ez 一 E1)E3 
cz 十 251 “ 


这 个 式 子 的 正确 性 精确 到 “ 的 一 次 项 。 在 es 和 sz 接近 的 情况 下 , 它 与 很 
小 时 由 (9. 6) 式 所 求 出 的 结果 相等 (精确 到 e 的 一 次 项 和 ez 一 上 的 二 次 项 )。 


$ 10. 电 场 内 电介质 的 热力 学 关系 式 


由 于 电场 的 存在 使 热力 学 性 质 发 生 改变 的 问题 ， 对 于 导体 来 
襄 并 不 发 生 。 因 为 导体 内 部 没有 电场 ， 因 而 它 的 热力 学 量 的 全部 
变化 ， 简 单 地 归 灶 为 在 总 能 量 上 加 上 一 项 由 导体 在 周围 空间 内 所 
产生 的 场 能 C。 这 个 量 一 般 并 不 依 辑 于 物体 的 热力 学 状态 (特别 
是 温度 ), 因而 例如 , 并 不 会 影响 到 导体 的 箭 。 
人 
影响 。 要 研究 这 些 性 质 ， 首 先 必须 求 出 电介质 内 的 电场 发 生 
无 穷 小 变化 时 对 被 热 经 各 的 电介质 所 作 的 功 。 
电介质 所 在 的 电场 ， 必 须 设想 为 由 某 一 带电 的 外 导体 所 产生 
的 , 于 是 电场 的 改变 可 以 看 成 是 导体 上 的 电 疹 改变 的 精 果 @。 为 简 
四 ”我 们 在 这 里 略 去 了 昌 背 和 导体 物质 的 蒜 合 能 ， 这 种 车 合 能 将 在 § 22 中 讨论 。 
@ ”我们 得 到 的 最 后 式 于 , 只 包括 电介质 内 的 场 值 ， 因 雍 与 电 乾 的 起 源 无 关 。 由 


于 这 一 原因 , 我 们 无 须 秆 先 说 明 电场 不 是 由 带电 导体 产生 的 ; 而 是 例如 由 着 到 电 准 质 
内 的 旁 电 荷 或 它 的 热电 极 化 (参看 § 13) 所 产生 的 。 


必 误 合 一 CEI1 十 C 


SI0， 电 渴 内 电介质 的 热力 学 关系 式 人 6 
单 起 见 , 我 们 假设 只 有 一 个 导体 , 带 的 电荷 为 e 电势 为 p。 于 是 使 
导体 的 电荷 增加 一 个 无 穷 小 量 ie 所 必须 作 的 功 等 于 
8R= 8e; (10. 1) 
这 是 把 电荷 8e 从 无 穷 远 处 ( 访 处 电势 等 于 雳 ) 移 到 导体 表面 并 因 
而 通过 电势 差 9 时 ， 电 场 对 电荷 ie 所 作 的 机 械 功 。 我 们 现在 把 ， 
3R 变换 成 用 导体 周围 的 充满 了 电介质 的 空间 内 的 场 值 来 表示 的 
形式 。 0 : 
如 果 Dn 是 电感 应 强度 矢量 在 导体 表面 法 线 方 向 上 的 投影 (对 
电介质 来 膏 为 外 法 各 ,对 导体 说 为 内 兴 嫉 ), 那 末 , 导体 上 的 面 电荷 


密度 等 于 一 子 :, 于 是 ' 
TT 
四 a 


由 于 在 导体 的 全 部 表面 上 电势 不 变 , 于 是 我 们 可 以 写 出 
8R=98e= -让 93Daf 区 二 |dirCpap)eF- 


右面 的 最 后 积分 对 导体 外 的 全 部 体积 进行 。 肇 然 变 化 后 的 场 和 初 
` 始 场 一 样 ,满足 场 方程 , 因此 , div 8D = 0, 于 是 
div(98D) =9 div 8D++ 3D grad 9= — Es8D. 
这 样 一 来 , 最 后 得 到 下 列 的 重要 公式 : 
aR= [SDar. 0.9 


应 着 重 指出 , 这 个 式 子 内 的 积分 对 全 部 场 进行 , 其 中 也 包括 臭 空 区 
域 , 假如 电介质 没有 充满 导体 外 的 全 部 空间 的 话 。 

对 被 热 艳 标的 物体 所 作 的 功 ， 不 外 平 是 炳 不 变 时 物体 能 量 的 
变化 。 因 此 ， 在 确定 物体 总 能 量 ( 共 中 也 包括 电场 能 ) 的 无 穷 小 变 
化 的 热力 学 关系 式 内 ， 必 须 添 上 我 们 所 求 得 的 (10. 2) 式 。 用 令吉 
示 这 能 量 ,于 是 我 们 得 到 
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SW=Tig + |ESD dy (10. 3) 
、 _ TT 


(也 为 温度 ， 为 物体 的 灶 ) 了 。 相 应 地 ,对 于 总 自由 能 = 人 UY 一 
一 人 9P@, 我 们 得 到 ， 
Fo= 一 957+ |EsD dv. (10. 4) 


对 导体 单位 体积 内 的 量 ， 也 可 以 写 出 相似 的 热力 学 关系 式 。 
设 局 S 和 PP 分 别 为 物体 单位 体积 的 内 能 、 灶 和 质量 。 大 家 知道 ， 
在 单位 体积 内 , 通常 的 内 能 的 热力 学 关系 式 (不 存在 电场 ) 为 
dU=TAS+tadp, * 
起 中 《是 物质 的 化 学 势 @。 如 果 电 介质 内 存在 电场 ， 旭 上 式 必 须 
再 添上 从 (10. 3) 式 的 被 积 式 内 所 取出 的 一 项 ; 即 变 成 


aU=7Td8+tdp+ -EdD. (10. 5) 
对 于 电介质 单位 体积 内 的 自由 能 :=U 一 TS, 相应 地 得 到 
eg=-8d7+tap+ 二 EdD (10.6) 


-这 里 求 得 的 关系 式 构成 了 电介质 热力 学 的 基础 。 
我 们 看 出 ， 量 U 和 五 分 别 是 对 变数 SS， Pp, D 和 7, p; D 的 热力 学 
- 势 。 特 别 是 将 这 些 热力 学 势 对 矢量 D 的 分 量 求 微分 , 可 以 得 到 电 


@ 该 到 物体 的 体积 ( 尼 的 微分 通常 包含 在 3Q&/ 的 表达 式 内 ) 时 ， 上 应 读 注 意 到 ， 在 
电 声 内 , 一 稻 襄 来 , 物体 变 成 不 均匀 的 , 因此 体积 不 再 能 表征 物体 的 状态 。 

加 ”只 有 当 愧 体内 的 温度 不 变 时 ,考虑 这 个 量 才 有 意义 。. 

加 ”人参 并 '“ 社 计 物 理学 "第 三 版 $24。 在 那里 代 营 质量 密度 , 我 们 条 用 了 单位 性 积 
内 的 粒子 数 N, 它 和 密度 的 关系 为 p=Nm(m 是 分 于 的 质量 ); 因此 ， 本 书 所 用 的 化 学 
扫 定 多 和 种 作 杭 汪 中 网 证 久 本 呈 个 四 于 (化学 梦 胸 在 是 属 玉 蒜 作 体积 而 不 是 ， 
属于 物质 的 一 个 粒 于 )。 

我 们 在 这 里 条 用 字母 了 表示 化 学 势 , 以 代替 更 通常 采用 的 符号 43， 珍 示 物质 质量 
密度 的 字母 和 表示 电荷 密度 的 相同 ， 但 这 不 会 引起 想 会 ， 因 为 这 两 个 量 永远 不 会 在 
一 起 出 现 。 
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场 强 度 为 


aU 
E=4 "(名 Sy (项 p) 10.7 
oD SP Tp ( ) 


， 在 这 方面 采用 自由 能 更 为 方便 ， 因 为 对 上 式微 分 时 必须 保持 温度 “ 

不 变 , 而 且 这 时 内 能 要 用 不 大 方便 的 量 一 一 烂 一 一 来 表示 。 
除了 悟 和 万 外 ,引进 热力 学 势 也 是 很 有 用 的 ， 其 中 的 独立 变数 

”为 矢量 玉 的 分 量 , 而 不 是 矢量 D 的 分 量 。 0 

= ED 





CED Tasm-ED (10. 8) 
4 了 hr je | 
对 这 些 量 求 微分 , 我 们 得 到 

dD =TdS + Ldap— 元 -DdE， 

TT 

5 一 947 二 tap 一 入 DaE (10. 9) 
由 此 特别 得 到 

_ /30 

ss (9) - -47( 先 £) (10. 10) 


我 们 注意 到 ， 带 有 一 符号 的 字母 所 表示 的 热力 学 量 和 没有 一 
符号 的 热力 学 量 之 加 的 关系 ， 正 好 相应 于 $5 内 对 黄 空 内 的 导体 
的 静电 场 能 量 所 引进 的 关系 式 。 实 际 上 ， 和 我 们 在 $3 开头 甩 进 
行 的 完全 相似 , 这 时 我 们 利用 电介质 体积 内 的 方程 ，div D==0,， 和 
导体 表面 的 边界 条 件 : D 一 4mo, 可 以 将 积分 |ED dy 变换 成 

1 1 

去 ep 好 芭 - 厨 jarp 史 - 
二 =| Pa Dndf = Sree (10. 11) 
因此 , 例如 得 到 内 能 为 - 
HU- | = Sigueo, (10. 12) 
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这 和 (5. 5) 式 的 定义 完全 一 致 。 
把 用 导体 ( 才 源 ) 的 电 奉 和 电势 所 表示 的 这 些 量 的 无 劣 小 变化 
的 公式 加 以 比较 ， 也 是 很 有 答 的 。 例如 ， 得 到 自由 能 的 变化 (在 给 
定 的 温度 下 ) 为 
(8F) r=8R= 六 "poiec. (10. 13) 
得 到 家 的 变化 为 
(3F)1= 3F)r— 8S ge — Sleosga. (10.14) 


可 以 说 ,没有 一 符号 的 量 是 对 于 导体 电荷 而 言 的 热力 学 势 , 而 带 有 
一 符号 的 量 是 对 于 导体 电势 而 首 的 热力 学 势 。 

由 热力 学 可 知 0, 各 种 不 同 的 热力 学 势 都 具有 一 种 性 质 ， 即 在 
热平衡 状态 下 ， 对 物体 状态 的 各 种 变化 为 极 小 值 。 在 表述 电场 内 
的 这 些 平 衡 条 件 时 , 必须 指明 , 是 研究 导体 ( 场 源 ) 的 电荷 不 变 还 是 
电势 不 变 时 的 状态 变化 。 例 如 , 在 平衡 状态 下 , 相对 于 导体 的 温度 
， 以 及 电荷 或 电势 不 变 时 所 发 生 的 状态 变化 , FF 或 安 具 有 极 小 值 
(物体 的 炳 不 变 时 , 同样 的 对 多 和 农 也 正确 )。。 

如 果 导 体内 发 生 了 和 电场 没有 直接 关系 的 某 种 过 程 (例如 , 化 
学 反应 ), 那 末 , 对 于 这 些 过 程 而 车 的 平衡 条 件 是 : 当 物 体 的 密度 、 
温度 和 威 应 强度 D 不 变 时 万 为 极 小 值 ; 或 当 密谋 温度 和 电场 强 
度 王 不 变 时 束 为 极 小 值 。 

到 此 为 止 ,关于 D 对 EE 的 关系 , 我 们 并 没有 作 任何 假设 , 因此 ， 
不 葵 这 种 关系 的 性 质 如 何 ， 所 得 到 的 热力 学 关系 式 都 是 适用 的 。 
现在 把 它们 应 用 到 具有 入 性 关系 : D= sE 的 各 向 同性 的 电介质 上 。 
在 这 种 情况 下 , 对 关系 式 (10. 5) 和 (10. 6) 进 行 积分 , 得 到 。 


@ 参考 “统计 物理 学 ” 弟 三 版 ,，$§ 15, 1951。 
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2 隐隐 


USU(8 py 
"Bre (10. 15) 
e F= Fo(T, P+ 二 
式 中 Uo 和 是 指 没有 电场 时 的 电介质 而 言 。 由 此 可 见 ， 在 现在 
的 情况 下 , 量 本 
D’ _sE”_ED 
8rs 8r 8 
是 由 于 电场 存在 而 引起 的 介 电 媒质 划 位 体积 内 的 内 能 变化 (保持 
粹 和 密度 的 数值 一 定 ) 或 自由 能 的 变化 (保持 温度 和 窗 伐 一 定 )。 


对 热力 学 势 尼 入， We 


=Uo(S, P) 一 





(10. 16) 
万 == Fo(T, P)- 镍 
我 们 看 到 ， 在 这 种 情况 下 , U 一 Do 和 闻 - 之 差 只 是 相差 一 个 正 
鱼 号 ,如同 对 里 实 内 的 电场 所 存在 的 情况 一 样 (85)。 但 是 , 在 介 电 
媒质 内 , 只 当 D 和 下 为 线性 关系 时 , 这 种 简单 的 关系 式 才 适 用 。 
为 以 后 参考 起 见 ， 我 们 写 出 物质 的 炳 密度 S 和 化 学 势 L 的 公 
式 , 从 (10. 15) 式 得 到 这 些 公式 如 下 : 


9F 9s 
=-( 铝 )， 90(T, pi FF 
一 SoCT, p) (2 (10. 17) 
i = 98 i | 
t=-( 守 ) -5 p) -六 (名 ).' 40.18) 


不 普 而 哈 ; 只 在 电介质 内 部 , 这 两 个 量 才 不 为 牙 。 
将 (10. 15) 式 对 整个 实 间 进行 积分 ， 就 得 到 总 自由 能 。 由 于 
(10.11) 式 , 我 们 有 - 
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FF Wl Et De (10. 19) 


上 表达 式 在 形式 上 和 美 宣 内 的 导体 的 静电 场 能 量 的 式 子 相同 。 从 
导体 的 电荷 发 生 无 穷 小 变化 时 的 变化 3 (10. 18) 出 发 , 也 可 以 直 
接 得 到 这 一 烙 果 。 在 现在 的 情况 下 , D 和 EE 为 入 性 关系 , 于 是 全 部 
场 方程 以 及 其 边界 条 件 也 都 是 线性 的 。 困 此 , 导体 的 电势 应 为 (如 
同 其 空 内 的 电场 一 样 ) 导 体 电 疹 的 族 性 画 数 ， 对 等 式 (10. 13) 进行 
积分 , 就 得 到 (10. 19) 式 。 

应 广 着 重 指出 ， 在 这 些 讨 渝中 并 没有 假 订 电 介质 充满 导体 外 
的 全 部 空间 。 如 果 是 后 一 种 情况 ， 那 未 利用 8 ?7 末 所 得 到 的 精 果 ， 
还 可 以 更 进一步 证 明 下 列 的 论断 : 当 导体 的 电荷 不 变 时 , 由 于 介 电 
媒质 的 出 现 , 导体 的 电势 和 场 能 ， 与 芙 空 内 的 场 的 这 些 量 比较 ， 都 
碱 小 了 “ 偿 。 如 果 导 体 的 电势 保持 不 变 ， 则 电场 能 县 和 导体 的 电 
荷 都 增加 s 入。 


例 题 


就 求 又 直 的 平面 电容 器 内 液 面 升 高 的 高 度 。 
解 ， 当 电容 器 两 板 的 电势 保持 一 定时 , 务必 须 为 极 小 值 ， 基 中 还 必须 计 


及 波 柱 在 重力 场 中 的 能 量 " 包 一。 于 是 从 这 条 件 容易 得 到 
#, 


p=e—1 


Brpg ， 





§ 11， 介 电 物 体 的 总 自由 能 

如 在 前 一 节 中 所 定义 的 , 总 自由 能 实 ( 或 总 内 能 HY) 也 包括 使 
电介质 极 化 的 外 电场 的 能 量 在 内 。 除 了 这 个 量 外 ， 研 究 不 包括 场 
能 在 内 的 总 自由 能 也 是 有 意义 的 ， 而 这 种 场 当 导体 不 存在 时 存在 
”于 整个 空间 内 。 我 们 用 区 表示 这 种 电场 的 强度 。 于 是 ， 在 上 述 意 
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闷 上 的 “总 ”自由 能 等 于 积分 ， 
人 7 一 起 Ja， (11. 1) 
式 中 五 是 自由 能 的 “密度 ”"。 我 们 在 这 里 采用 $10 中 表示 积分 
|rar 的 同一 字母 宅 来 表示 这 个 量 。 应 该 着 重 指出 , 的 这 两 种 定 
义 的 差别 只 是 归 精 为 一 个 不 依 束 于 电介质 的 热力 学 状态 及 其 性 质 
的 量 ， 因 此 ， 一 般 并 不 会 影响 到 这 个 量 的 基本 的 热力 学 微分 关系 
式 字 。 
现在 来 计算 温度 保持 不 变 和 媒质 的 热力 学 平衡 状态 没有 被 破 
. 坏 时 所 发 生 的 电场 的 无 穷 小 变化 所 引起 的 家 的 变化 


因为 8F— -EaD, 因此 得 到 
wf 





3F |(E3D— Ea)dy. 
这 个 式 子 恒 可 以 改写 成 下 面 的 形式 : 
1 1 
sr = 让 -| (D—€) sd 十 十 (3D 一 8E)ay 
-去 |p-P)sEar (11. 2) 


在 第 一 个 积分 肉 , 写 出 2@E = 一 grad 8qo(go 是 电场 区 ms 
寿 把 它 进行 分 部 变换 : 


Jgrad ago(D 一 @)dFr = fen 一 您 )cGf 一 


-| amodivCD 一 @)ar 


@ ”应 芒 注 音 ， 从 忆 内 减 去 襄 一 是 没有 意义 的 ， 因为 电场 正 由 于 电介质 的 出 现 发 


生 了 变化 , 因此 ， 不 能 把 差 值 : 丸 一 - (六 ~ ) 看 作 是 这 种 电介质 的 自由 能 帘 度 。 
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容易 看 出 , 等 式 右 便 的 两 个 积分 变 成 雳 。 对 于 体积 分 , 可 以 从 方程 
divD=0 和 divE@=0 直 接 得 到 ， 电 介质 内 的 场 和 其 室内 的 场 都 分 
别 满足 这 些 方程 。 第 一 个 积分 对 产生 场 的 导体 表面 和 无 穷 远 类 面 
进行 。 如 通常 一 样 ， 后 一 积分 变 成 雳 ， 而 在 每 一 导体 上 ，8go= 党 
数 ,于 是 

, Pips (DO a po P= 区 )d. 


但 是 ， 按照 定义 , 场 E 和 成 应 强度 为 D 的 电场 也 是 由 同一 源 产生 
的 (也 就 是 由 总 电荷 为 。 的 同一 导体 所 产生 的 )。 因 此 ， 两 个 积分 


中 Duaf 和 中 本 dj 都 等 于 同一 数值 4me, 而 它们 的 差 值 等 子规。 


由 相似 的 方式 可 以 证 明 , (11. 2) 式 的 第 二 项 也 等 于 零 ( 为 此 ， 
在 第 二 项 内 代 太 下 = 一 grad g, 并 进行 相同 的 变换 )。 最 后 得 到 


8F = -去 | (D 一 E)sGdF = -|Psgar、 (11. 3) 
~ 47r， 


值得 注意 的 是 ， 在 这 个 式 子 内 ， 积 分 只 对 电介质 所 占据 的 体积 ; 
行 , 因为 在 物体 外 ,了 = 0。 

但 是 应 让 着 和 指出, 被 和 式 P3@ 不 能 解 和 为 雹 体 和 由 人 能 
的 变化 , 如 同 对 (10. 8) 式 和 (10. 4) 式 所 作 的 解释 一 样 。 首 先 , 这 
ee 
生 畸 变 。 共 次, 十 分 显然 , 在 物体 任何 一 点 处 的 能 量 密度 , 只 能 依 
加 于 该 点 处 实际 存在 的 场 , 而 与 物体 不 存在 时 的 场 无 关 。 

如 果 外 电场 区 是 均匀 的 , 则 

放生 3€|Par = -ijE， (11. 4) 
式 中 幼 是 物体 的 总 电 偶 极 矩 。 习 此 ,在 现在 的 情况 下 , 自由 能 的 热 


力学 恒等式 可 以 写 为 
d= — AT— PBAE. (11. 5) 


& 
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所 以 , 对 总 自由 能 取 微 分 , 就 得 到 物体 的 总 电 偶 极 托 : 


Re 3) (11. 6) 
我 们 注意 到 ， 上 面 的 式 子 也 可 以 从 普通 的 弥 计 力学 公式 : 


莹 -的 
直接 得 济 , 式 中 多 是 棚 成 物体 的 粒子 系统 的 哈密 顿 画 数 ， 而 入 是 
描写 物体 外 界 条 件 的 某 一 参量 9。 在 均匀 外 电场 到 内 的 物体 ， 哈 
密 顿 画 数 包含 一 @ 多 的 一 项 , 其 中 安 是 偶 极 年 的 算 符 , 选择 @ 作为 
参量 X, 我 们 就 得 到 所 求 的 公式 。 

如 果 D 和 EE 的 关系 是 禾 性 的 , 即 D = sE, 那 末 由 相似 的 方式 ， 
不 但 可 以 显 式 地 算出 变化 38 家， 而 且 也 可 以 算出 字 本 身 。 于 是 我 
们 得 到 | 
ED— &? 
8r 
这 个 式 子 恒 可 以 改写 成 下 面 的 形式 : 


1 1 
FF |E+E DE -BED- Ear. 


dy. 





-Fo=| 


今 等 式 右边 第 一 项 内 的 世上 E= 一 grad (9 十 go), 并 进行 和 上 面 完 全 
相同 的 变换 , 可 以 证 明 , 等 式 右边 第 一 项 等 于 雳 。 因 此 , 我 们 得 到 


GL GFF, DD) -|r. (11. 7) 
特别 是 在 均匀 的 外 电场 内 ， 
a FFoT,T) = -二 E97 加 (If1. 8) 


对 关系 式 (11. 3) 直 接 进 行 积分 , 也 可 以 得 到 上 面 的 等 式 , 只 要 
注意 到 ， 由 于 全 部 场 方程 是 线性 的 ( 当 D = sE), 因而 电 侦 极 矩 多 


 @ 人 参 开 ‘统计 愧 理学 "第 三 版 ，$§11, 15。 
“ + 
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也 必须 是 人 的 线性 画 数 。 
Go 和 的 分 量 册 的 久 性 关系 , 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
;= Vopr, (11. 9) 
如 同 我 们 对 导体 所 进行 过 的 一 样 (§ 2)。 但 是 ， 与 导体 不 同 的 是 ， 
介 电 物体 的 “ 极 化 率 ” 不 但 与 它 的 形状 有 关 ， 而 且 也 与 它 的 介 电 常 
数 有 关 。 从 关系 式 (11. 6) 可 以 直接 得 出 张 量 usx 的 对 称 性 ($ 2 中 
已 提 到 过 的 ); 只 要 注意 到 二 阶 导 数 


_9F __ 399:_ yo 
aErIE, ac | 9 


和 取 微分 的 顺序 无 关 。 \ 
(11. 7) 式 还 可 以 在 一 种 重要 的 情况 下 进一步 简化 ， 即 当 。 近 
于 1, 也 就 是 介 电 常数 x 二 (Cs 一 1)/47m 很 小 。 在 这 种 情况 下 , 计算 
能 量 时 可 以 略 去 由 介 电 体 的 出 现 所 引起 的 场 畸 变 , 即 可 兮 
P= kxE 二 kx€. 
于 是 | 
Fr Fo -各 [say， | 1. 10) 


趟 中 积分 对 介 电 胸 体 的 体积 进行。 在 均匀 电场 站 ， 偶 极 甜 人 
一 了 kG@, 而 自由 能 为 


FF 1.11) 





在 D 对 EE 为 任意 关系 的 普 允 情况 下 ， 不 能 得 到 (11:7) 和 
(11. 8) 的 简单 式 子 。 于 是 , 为 了 算出 多 , 可 利用 下 面 的 公式 : 


F=|(7-E)ar= 人 (z- 全 -二 Pe jar， C11. 12) 
这 个 式 子 的 推导 , 在 进行 了 上 面 的 计算 以 后 , 已 很 明显 。 在 这 里 ， 


被 梁 式 (在 后 一 积分 内 的 ) 在 介 电 物体 外 变 为 需 ， 于 是 只 对 介 电 物 
体 的 体积 进行 积分 。 
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本 | 2 | ™ 
例 题 
如 果 物 体 不 是 在 贤 容 两 ， 而 是 在 介 电 常数 为 EC 的 媒 质 内 ， 试 求 代替 
(11.7) 的 公式 。 
解 .为 此 重复 正文 内 的 变换 , 我 们 得 到 
-Fo = - 记 |eop- EcoEJCF 
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对 于 电场 内 的 固体 电介质 ， 不 能 像 对 电场 不 存在 时 的 各 向 辐 
性 物体 那样 ， 引 和 大 压强 的 概念 ， 因 为 这 时 作用 在 物体 上 的 力 (将 在 
$815、16 中 求 出 这 些 力 ) 沿 物体 而 变化 ,因而 是 各 向 暴 性 的 ， 即 使 
物体 本 身 是 各 向 同性 的 。 要 精确 求 出 这 种 物体 的 形变 〔 称 为 电 致 
伸 粮 ), 必须 解 弹性 理 葵 的 复杂 则 题 。 

但 是 , 如 果 我 们 只 对 物体 的 总 体积 变化 感到 兴趣 , 那 未 情况 可 
以 大 为 简化 。 如 在 $ 5 中 指出 的 , 在 这 种 情况 下 ， 可 以 假定 物体 的 
形状 不 变 , 也 就 是 把 物体 的 形变 看 成 是 均匀 的 各 向 压 稿 或 伸展 。 

我 们 将 忽略 物体 周围 外 部 媒质 (例如 大 气 ) 的 介 电 性 质 ， 也 就 
是 假定 媒质 的 介 电 常 数 8 一 1。 媒质 的 作用 只 是 在 物体 表面 产生 均 
匀 的 压强 。 下 面 我 们 用 了 表示 这 种 外 压强 。 如 果 守 是 物体 的 总 自 
由 能 , 那 未 按照 熟知 的 热力 学 关系 式 ， 


?一 一 这) 


相应 地 , 在 dF 的 微分 式 中 必须 加 入 一 项 一 p4V 。 于 是 , 在 均匀 的 
外 电场 内 , 代替 (11. 5) 式 , 我 们 有 
dF = — PAT— pdV — DdE. 
按照 通常 的 热力 学 定义 ,引入 物 体 的 总 热力 学 势 : 
P=F +pT. (12.1) 
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对 这 个 量 求 微分 (在 均匀 外 电场 内 ), 得 到 关系 式 : 
dP= — PAaT+Vdp— DAE. (12. 2) 
热力 学 量 在 外 电场 内 的 改变 通常 是 一 个 非常 微小 的 数值 。 大 
家 知道 0®， 自 由 能 的 微小 变化 (TT 和 五 保 持 输 定 ) 和 热力 学 势 的 微 
小 变化 (人 和 Pp 保持 输 定 ) 彼 此 相等 。 因 此 , 除了 (11. 8) 式 , 对 于 均 
匀 外 电场 内 的 物体 的 热力 学 势 , 我 们 可 以 写 出 类 似 的 关系 式 : 


P= -SED, (12. 3) 


式 中 Po 是 指 p, ?保持 给 定 和 电场 不 存在 时 的 物体 而 芽 [ 而 (11. 8) 
式 的 灾 。 是 六 和 人 保持 给 定 值 和 电场 不 存在 时 的 物体 的 自由 能 ]。 

Ce A ee ey 
是 我 们 可 以 把 (12. 3) 改 写成 ， 


= Polp, TO VanCEiEh, (12. 4) 


按照 场 不 存在 时 的 物体 的 状态 方程 ， 改 正 项 必须 表示 为 温度 和 压 
强 的 画 数 。 特 别 是 在 物质 的 介 电 常 数 很 小 的 情况 下 ， 这 个 式 子 可 
以 简化 为 、 RS 


polp, eS | (12. 5) 


(参看 (11. 11) 式 )。 
现在 直接 将 多 对 压强 求 微分 (人 和 E@ 保持 不 变 ), 就 得 到 所 求 
的 外 电场 内 的 体积 变化 :7 了 一 Fe。 例如 从 (12. 5) 式 , 我 们 得 到 


yp-V 如 g(a 有, (12. 6) 


| 7 了 

这 个 量 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 是 抽 的 (与 导体 的 电 致 伸 熔 相反 ， 导 体 

的 体积 在 电场 内 总 是 增加 的 )。 
用 类 似 方式 ， 还 可 以 算出 等 温 地 加 上 外 电场 时 电介质 所 吸收 


人 参天“ 统计 物理 学 ”第 三 版 ，$ 15, 1951 年 。 
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的 热量 Q (同时 外 压强 保持 不 变 )@。 : 
将 儿 一 22。 对 温度 求 微分 ， 给 出 物体 的 箭 变化 ， 请 菜 全 交 关 
就 得 到 所 求 的 热量 。 例 如 , 从 (12. 5) 式 , 得 到 
E27T /3(xV) 
0 
Q 为 正 值 相应 于 吸收 热量 。 


(12. 7) 


例 题 


1. 0 a At 设 电场 方向 与 糖 球 
的 一 加 平行 。 
解 . 按照 公式 (12. 3) 和 和 (8. 9), 我 们 有 
Vy = 
i 
于 是 我 们 求 得 休 积 变化 为 
V-Vo_ EC el 1 A 1 


Ez?. 


ee 


~ 8rlneti—nkK CE er ap 
而 电热 效应 为 


0= 于 ot nr 十 二 这 Tt 到 )， | 


七 三 工 ( 37 > -Lf 
式 中 走 = 一 去 (入 ) 为 物体 的 压 辖 对 数 , 而 一 志 (GF), 为 热 朋 服 系数。 


圣 别 是 对 垂直 于 电场 的 平行 平面 板 ,”= 了 于 是 
了 一 六 _ 您 ? 2 一 工 工 : 1 2) | 





Ce | 


yy 一 8rl se K ap 


9 [+t 去 (六 ),| 


对 纵向 场 内 的 平行 下 面板 (或 任何 柱 体 )， n= 0, 于 是 
yy (E 一 全 = 人 
Vv pe 一 人 ( 芝 =):| 


@ ”和 如果 物体 是 被 热 引 长 的 , 那 末 加 上 电场 后 引起 温度 改变 ， 这 改变 等 于 4T = 
= -总 ， 式 中 Cy 是 压强 PD 不 变 时 物体 的 热 容 量 。 
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8 到 [Des( 绽 中 


2. a 献 求 两 板 间 的 电势 差 保 持 不 变 时 的 热 容 
量 名 ， 与 感应 强度 保持 不 变 射 的 热 容量 多 n 之 源 在 丙种 情 殉 下 ， 外 压强 都 保 
持 不 变 ®。 

甫 .根据 例题 1 的 车 果 , 平行 平面 板 的 炳 为 


日 咏 
-( 备 Dp 
VC?re—1 173e 
一 2o(2， T)+-8— Eta 入 ) | 
板 内 的 场 感应 强 庆 和 外 电场 相等 :也 = GE。 因 此 , 要 计算 热 容 量 多 bp, 必须 保持 
E 不 变 而 对 儿 求 微分 。 平 行 平 面板 两 面 问 的 电势 差 为 gp= 1- E2 其 中 1 
是 板 的 厚 凑 。 妆 物 体 受到 均 义 压 粮 或 均 印 路 乃 时 ，1 与 V3 成 比例 地 改变 。 因 
此 , 要 计算 热 容量 Z。 必须 保持 条 积 -人 一 Ev 已 人 不 变 而 对 多 求 徽 分 。 于 是 求 得 热 


容量 之 差 为 
av -p= | ce- jy +3( 中 2] 


a = 到 | 
3. 斌 求 均匀 电介质 内 的 电热 效应 , 电介质 的 首 体积 保持 不 变 。 
解 . 严格 襄 来 ; 在 加 上 外 电场 后 , 物体 的 密度 发 生变 化 ( 沿 物 体 变 成 不 均 
匀 的 )， 郎 使 物体 的 总 体积 保持 不 变 。 Ce 
种 情况 , 而 把 物体 每 一 点 处 的 密度 4 看 成 不 变 @ 。 
按 腿 (10.17) 式 , 物体 的 总 精 为 


9 = co(o2)+ 了 (如 纺 ) zar， 


中 9 是 平面 电容 器 两 板 间 的 薄板 的 热 容 量 ， 电容 器 接 在 有 恒定 电动 势 的 电路 
内 。 在 开路 的 电容 器 内 , 两 板 上 的 电荷 不 变 , 于 是 薄板 的 热 答 量 为 多 p。 
名 密度 变化 5p 是 电 声 的 二 次 量 (~ 瑟 )， 而 场 引 起 的 总 精 变 化 是 四 欢 最。 实际 


上 , 总 精 的 态 性 变化 (对 sp 来 本 ) 是 2 | seam 但 由 于 物体 的 总 质量 不 变 , 积分 











sear= 0 
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式 中 的 积分 对 物体 的 至 部 体积 进行 。 吸 收 的 热量 为 … 


2) = (并 全 ) zar. 
4. 斌 求 平 行 在 面板 的 总 体积 不 变 时 的 名 4p 一 名 Dp 之 羔 ( 参 看 例题 2)。 
解 . 若 板 的 总 体积 (因而 厚度 ) 不 变 , 则 电势 差 不 变 时 的 微分 等 价 于 电场 
强度 吾 不 变 时 的 微分 。 利 用 例题 .3 所 求 得 的 精 的 公式 , 我 们 得 到 
TV E? € 
CHGD= dreE ( 乏 
5. 设 电容 器 由 相距 天 的 两 导电 耐 构成 ，& 小 于 电容 器 板 的 线 度 ; 电容 器 
两 板 间 的 空间 内 充满 介 电 常数 为 si 的 物质 。 屋 在 电容 器 内 放大 牛 径 为 <<h、 
介 电 常数 为 ss 的 小 球 。 质 求 电容 器 电容 的 改 灾 。 | 
解 . 设 小 球 放 入 电容 名 后 , 电容 器 两 板 间 的 电势 差 9 仍 保持 不 变 。 当 导 
体 的 电势 不 变 时 , 于 起 沙 自 由 能 的 作用 。 在 没有 小 球 时 , 画 = 一 cop ;其 中 Co 
”是 电容 器 原来 的 电容 。 由 于 小 球 的 体积 很 小 ， 可 以 假定 小 球 采 放 在 强度 为 
= 元 的 均匀 电场 内 , 而 秘 的 改变 很 小 。 当 电 势 不 变 时 实 的 短小 变化 等 于 场 


源 的 电荷 不 变 时 安 的 微小 变化 。 利 用 § 11 站 例题 中 所 得 到 的 人 式 和 (8.2) 
式 , 我 们 得 到 








由 此 求 得 电容 为 
a3 EYE el)) 


§ 13。 晶体 的 介 电 性 质 


在 各 向 异性 的 介 电 媒质 ( 单 晶体 ) 内 ， 熙 应 强度 和 电场 强 诬 之 

间 的 厅 性 关系 具有 更 复杂 的 形式 , 这 时 不 能 化 为 简单 的 比例 关系 。 
这 种 相依 关系 的 最 普通 形式 , 由 下 列表 达 式 给 出 ; 

D; = Doi sipfok’ | (13. 1) 

式 中 Do 是 恒定 矢量 , 而 全 部 的 ein 量 构成 一 个 二 秩 张 量 一 一 介 电 

常数 张 量 ( 或 者 更 简单 地 襄 ， 介 电 张 量 )。 但 是 关系 式 (13. 1) 内 的 
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自由 项 D6: 并 不 是 在 任何 晶体 内 都 存在 。 大 多 数 的 唱 轴 对 称 类 型 
不 容许 存在 恒定 矢量 (参阅 下 面 ), 于 是 简单 地 有 

DD; = 8;n Bp. 号 (13. 2) 





张 量 sis 是 对 称 的 : 
Bt 一 hi (13. 3) 
要 证 明 这 一 点 ,只 要 利用 热力 学 关系 式 (10. 10) 就 足够 了 ， 并 注意 
到 二 阶 导 数 


-4ngB Sg. 强 - SD 
和 求 微 分 的 次 序 无 关 。 
对 于 量 F 本 身 , 我 们 得 到 表达 式 ( 在 满足 (13. 2) 式 下 ) 为 
= Fo 一 -2 (18.4) 
自由 能 下 等 于 
S p= P+BD: po SDDs. (13. 5)- 


和 任何 二 秩 的 对 称 张 量 一 样 , 由 适当 选择 坐标 轴 , 可 以 把 张 量 
ssw 化 成 对 角 和 线形 式 。 在 普 逼 情况 下 ， 张 量 siw 由 三 个 独立 
量 ， 即 三 个 主 值 sm、s9、s') 决定。 这 些 量 永远 大 于 1， 如 同 在 各 
向 同性 的 物体 中 s>1 2 § 14)。 
根据 晶体 对 称 人 性 的 不 同 ， 张 量 stx 的 主 值 数 目 也 可 以 小 于 三 
个 @。 

在 三 妊 系 、 单 妖 系 和 菱形 系 的 晶体 中 , 这 三 个 主 值 各 不 相同 。 
这 种 晶体 称 为 双 轴 晶体 @。 这 时 ， 在 三 妊 系 晶体 内 ， 张 量 st 的 主 


er | 
利用 张 量 代 数 中 一 个 熟知 的 靖 果 ， 即 任何 二 秩 的 对 称 张 量 相应 于 一 个 所 组 
“ 张 量 椭 球 ”( 其 衬 轴 长 诬 与 张 量 主 值 成 比例 ), 于 是 我 们 可 以 特别 简单 地 得 到 下 面 所 描 
述 的 张 量 sth 的 明显 的 对 称 性 质 。 这 时 柱 球 的 对 称 性 必须 相应 于 晶体 的 对 称 性 。 
Q@ ”这 个 名 钢 和 最 体 的 光学 性 质 有 关 一 一 参 开 $3§78,79。 
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轴 方 向 和 任何 苦 晶 学 方向 的 关系 都 不 是 单 值 的 。 在 单 君 系 晶 体 
内 , 有 一 个 主轴 的 方向 是 预先 规定 的 , 即 它 必 须 和 二 次 的 对 称 轴 相 
合 或 者 垂直 于 晶体 的 对 称 平面 。 在 闵 形 系 晶 体内 , 张 量 sz 的 三 个 
主轴 在 晶 向 上 都 是 固定 的 。 

其 次 , 在 正方 系 、 闭 面 系 和 大 角形 系 晶体 内 ， 三 个 主 值 中 有 二 
个 相等 ,于 是 总 共 只 有 两 个 独立 量 , 这 样 的 晶体 称 为 单 轴 晶体 。 这 
时 主轴 中 有 一 个 主轴 和 四 次 .三 次 或 大 次 的 对 称 卓 轴 相 合 , 而 其 他 
两 个 主 抽 方向 可 以 任意 选择 ®。 

最 后 , 在 立方 系 蝇 体内 ， 张 量 ss 的 三 个 主 值 相 同 , 而 主轴 方 
向 完全 是 任意 的 @。 这 表明 ， 张 量 si 的 形式 为 a8s%， 也 就 是 由 一 
个 标量 s 来 决定 。 换 句 话 说 , 就 介 电 性 质 来 说 , 立方 对 称 晶 体 和 各 
向 同性 物体 没有 差别 。 

现在 我 们 封 其 (13. 1) 式 中 Do。 项 为 常数 的 晶体 的 介 电 性 质 的 
特征 。 这 一 项 的 存在 表明 ， 电 介质 在 没有 外 加 电场 时 也 会 自发 地 
极 化 ; 这 种 晶体 称 为 热电 晶体 。 但 是 , 这 种 自发 极 化 的 数值 实际 上 
常常 是 很 小 的 〈 与 分 子 场 比较 ) ， 这 一 情况 是 由 于 大 的 Do 值 将 导 
致 晶体 内 存在 强 电 场 , 而 这 在 能 量 上 说 是 很 不 利 的 , 因而 和 热力 学 
平衡 不 相对 应 。 De 很 小 时 同时 也 保证 了 将 D 展开 为 的 冠 级 数 
的 合理 性 , 而 展开 式 的 头 二 项 也 就 是 (13. 1) 式 。 

对 关系 式 

一 dm =D;=Do:t six By 

进行 积分 , 可 以 求 得 热电 晶体 的 热力 学 量 。 由 此 得 到 


@ 。 张 量 机 球 在 这 种 情况 下 退化 为 浊 连 机 球 , 它 对 横 翰 是 完全 对 称 的 。 应 豆 落 重 
指出 , 对 于 由 二 秩 对 称 张 量 决定 的 晶体 的 物理 性 质 , 三 次 对 称 吉 的 存在 , 等 效 于 垂直 于 
这 轴 的 平面 内 的 完全 各 向 同性 。 

”名 在 这 里 张 量 椭 球 退化 为 球 。 
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FF =Ffo i I 了 了 op (13. 6) 
于 是 自由 能 为 
F=F.- ED: =F' -SisBibBn _ 
47r 8 
=Fo+ sD — Dor) (Ds — Dos). (18. 7) 


应 注意 的 是 ,了 内 的 B; 的 线性 项 已 从 媚 内 消去 @。 
将 (13. 77 和 (13. 1) 式 代入 (11. 12) 式 , 可 以 求 得 热电 体 的 总 自 
由 能 。 在 没有 外 加 电场 的 情况 下 ,多 =0, 于 是 得 到 简单 的 车 果 为 


= [Cm.— Be)ar. (13. 8) 


值得 注意 的 是 ， 没 有 外 加 电场 时 ， 热 电 体 的 自由 能 (和 电场 E 一 
样 ), 不 但 依赖 于 它 的 体积 , 而 且 也 依 束 于 它 的 形状 。 

如 上 面 所 指出 的 ， 着 不 是 晶体 的 任何 对 称 性 都 有 热电 现象 。 
因为 在 任何 对 称 变换 中 , 晶体 的 至 部 性 质 必须 保持 不 变 ， 因此, 十 
分 显然 , 只 有 晶体 内 有 一 个 方向 在 所 有 对 称 变换 中 都 保持 不 变 ( 其 
中 也 包括 不 改变 为 反方 向 ) 的 晶体 ， 才 是 热电 晶体 ; 在 这 方向 上 有 
一 个 恒定 矢量 Do。 

只 有 由 一 个 轴 和 通过 该 轴 的 对 称 平面 所 粗 成 的 对 称 群 才 满足 
这 一 条 件 。 特 别 是 具有 对 称 中 心 的 晶体 , 明显 地 不 可 能 是 热电 体 ， 
我 们 现在 从 32 种 晶 类 中 , 列举 出 那些 存在 热电 性 质 的 晶 类 : 

”三 糙 系 : 01， 

单 儿 了 夭 : Cs 05， 
萎 形 系 : Co 
@ ”应 该 指出 , 在 这 些 式 子 中 , 我们 实际 上 略 去 了 压 电 数 应 (也 就 是 内 应 力 对 物体 


A 


电 性 的 影响 参 并 $17), 因此 ,严格 襄 来 ， 这 些 公式 只 能 应 用 于 物体 内 不 存在 应 力 并 且 
物体 的 全 部 体积 内 电场 为 均匀 的 情况 )。 
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正方 系 : Cu Cd 
画面 系 : Ca Ca 
六 角 系 : Co Cevo 

在 立方 系 中 , 不 苦 而 哈 , 一 般 不 存在 热电 晶体 。 在 01 类 晶体 中 , 热 

电 矢 量 De 的 方向 和 任何 固定 的 晶 向 无 关 , 而 在 Cs 类 的 晶体 中 , 执 

电 矢 量 Do 的 方向 必须 在 对 称 平面 内 。 在 上 面 所 列举 的 其 余 晶 类 

中 , Do 的 方向 和 对 称 轴 的 方向 重合 。 

应 该 指出 , 在 通常 的 条 件 下 , 热电 晶体 没有 总 电 偶 极 甜 ， 虽然 
晶体 中 的 极 化 并 不 等 于 雾 。 半 题 在 于 在 自发 极 化 的 电介质 内 有 不 
为 零 的 电场 强度 EE, 实际 上 , 晶体 样品 通常 都 具有 某 种 很 小 但 不 为 
雾 的 电导 率 ; 由 于 这 一 原因 ,电场 的 存在 将 引起 电流 ,这 种 电流 一 
直 和 维持 到 晶体 面 上 生成 的 自由 电荷 使 晶体 样 品 内 的 电场 消失 为 
止 。 在 该 方 向 上 有 从 空气 中 淀 积 在 样品 表面 的 离子 。 实 验 上 ， 对 
晶体 进行 加 热 以 使 晶体 的 自发 极 化 数值 发 生变 化 ， 并 且 能 观察 到 
这 种 变化 时 , 我 们 就 能 观察 到 晶体 的 热电 性 质 。 


例 题 


1. 试 求 热电 球体 在 时 空 内 所 产生 的 电场 。 

解 ， 在 球 内 存在 均匀 电场 ， 电 场 强度 和 感应 强度 的 关系 为 2E= -一 D 
[如 同 从 (8.1) 式 当 区 = 0, 即 没有 外 加 电 场 时 所 得 到 的 一 样 ]。 把 这 关系 代入 
(13.1) 式 , 我 们 得 到 方程 : 

2Ei+ ewEr= — Do. 
选择 坐标 轴 为 张 量 siz 的 主轴 。 于 是 从 这 式 子 得 到 


D 

E:; 一 二 
球 的 极 化 为 
Di~E:__ 3Doi 


于 全 六 4r(2 十 ED 
球 外 的 场 为 电 算 为 多 = 旦 7 的 电 侦 极 子 所 产生 的 场 。 
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2. 斌 求 各 向 扯 性 的 均匀 媒质 内 点 电荷 所 产生 的 场 @ 。 

解 ， 扒 写 点 电荷 电 易 的 方程 为 divD = 4res(r)( 点 电荷 在 坐标 原点 处 )。 
在 各 向 异 性 媒质 内 ，Di= etkBx 一 ewwz2; 选择 张 量 six 的 主轴 为 zy， 4 轴 ， 
于 是 得 到 电势 方程 为 


2 
em 十 ECY) 32 生字 二 


5352 
一 一 4re5(Zz)5(27 7)5(02)- 


a2 9°9 2 
5 Es 
按照 下 式 引 进 新 变数 : 

2 一 TIME 9 一 VEC 2 一 3 EC (1) 
于 是 电势 方程 变 为 


‘82 中 2 a29 
ex'2 EE 十 二 7 B22 





4mre 
= — J ee) sy) ss), 


i 
. 2 只 于 
i 十 去 G7 十 二 | 
采用 张 量 符号 , 不 依 掉 于 坐标 采 的 选择 , 我 们 有 
2 
” Veleiheerr 
式 中 |e| 是 张 量 exx 的 行列 式 。 
3. 斌 求 各 向 异性 的 介 电 媒质 内 导电 球 ( 咎 径 为 0) 的 电容 。 
解 .利用 前 是 内 所 指出 的 变换 , 求 出 电荷 为 。 的 导体 球 在 各 向 异性 媒质 
内 所 产生 的 电场 , 归 精 为 求 出 分 布 于 楷 球 面 上 的 电荷 e' 在 医 襟 内 所 产生 的 


电场: 


ED 和 一 ECz)212- 二 ECY)2112 十 EC27272 = 02. 


利用 机 球 的 场 势 公式 (4. 14), 求 得 所 求 的 电容 为 
G7 smear (et Em) tt a 
0 


四 在 ?2 一 5 题 中 , 假定 各 向 异性 的 介 电 媒质 不 是 热电 性 质 的 。 


Ed 
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4. 试 求 均匀 外 电场 @ 内 的 各 向 蜡 性 平行 平面 板 内 的 电 揭 。 
解 . 从 电场 强度 切 向 分 量 的 连 绪 性 条 件 得 出 
E=@++An, 
式 中 是 板 内 的 均 负 电场 强 文 , n 是 -与 板 面 垂 让 的 单位 矢量 , 而 4 是 常数 。 后 
省 由 感应 强度 的 法 向 分 量 为 连 入 的 条 件 求 出 : nD=n@， 或 wii 了 一 
més Ski AEsrning = Eins, 由 此 得 凤 
A= — (Ei Sm Ex 
EmYinm 
5. 斌 求 雹 匀 外 电场 多 兴 ( 凌 宏 内 ) 的 各 向 异性 介 电 球 所 受到 的 力 答 。 
级 .按照 (8.2) 式 , 得 到 球 内 的 电场 强度 为 
Be 
(Ey、Bs 有 相似 的 式 子 )， 同 时 选择 张 量 six 的 主 朝 为 mm z 轴 。 由 此 得 到 球 
《和 半径 a) 的 偶 极 逢 分 量 为 
Psp iE i 
于 是 ， 作用 于 球 上 的 力矩 的 分 量 为 


. E‘2) 一 ECY) 
Ks=[g®E]=30 CC rE Tae tay 
Ks 和 KK 有 相似 的 式 子 。 

6. 设 在 无 限 的 各 向 异性 媒质 内 有 一 球形 实 腔 。 就 用 媒 质 内 高 球 足 很 远 
处 的 均匀 电场 轧 0 表示 出 球 腔 内 的 电场 。 


解 . 由 例题 2 内 的 变换 式 (1)， 媒 质 内 的 场 势 方 程 可 以 化 为 图 袜 内 电场 
的 拉 普 拉 斯 方程 。 相 反 地 ， 球 距 内 的 场 势 方程 可 以 化 为 介 电 常数 为 < 起) 
2 的 媒质 内 的 场 势 方程 。 此 外 ， 球 (中 径 a) 变 成 个 制 为 了- 人 7， 
EJ 的 椭 球 。 设 nw,n%9 为 粮 球 的 退 极 化 乘 数 [从 (4. 25) 
式 得 出 ]。 将 (8.7) 式 应 用 到 这 糖 球 的 场 上 , 我 们 得 到 关系 式 为 ， 


dg) + NT) 99) 20°9) 
azr EC2) gx! 9x! 


(在 多 和? 项 上 有 相似 的 关系 式 )。 现 在 化 回 到 原来 的 坐标 , 得 





(1—%7?)) 
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VE (=H, MM ED), 
于 是 , 对 于 球 腔 内 的 场 , 最 后 得 到 


EL) 
Ei) 


oh} 至 5e) 
ED NNECSI— 1) 


§ 14。 介 电 常 数 的 正 值 性 . 

为 了 关上 明 电 场 内 电介质 的 热力 学 量 对 介 电 常数 的 依赖 关系 ， 
我 们 现在 来 研究 一 个 形式 问题 , 就 是 当 s 发 生 无 穷 小 变化 时 , 物体 
总 自由 能 内 的 电能 部 分 如 何 变化 。 

对 于 各 向 同性 的 电介质 (但 不 一 定 是 均匀 的 )， 按 照 (10. 19) 
式 , 有 

史 一 Go=| 二 dr. 

当 s 变化 时 , 电场 感应 强度 也 发 生变 化 。 因 此 , 所 研究 的 自由 能 的 
变化 等 于 





sz -| DaPir- foooar- 


EsD 1 
-| 二 > -一 | 


等 式 右 边 第 一 项 ， 和 场 源 (导体 的 电荷 ) 发 生 无 穷 小 变化 时 所 完成 
的 功 的 表达 式 (10. 2) 相 同 。 但 是 , 在 现在 的 情况 下 , 我 们 所 研究 的 
是 场 源 不 变 时 的 场 变 化 ; 因此 , 这 一 项 变 为 老 , 于 是 我 们 得 到 

i 3F7 = -ss 六 ar. (14.1) 


从 这 个 公式 首先 可 得 出 下 面 一 个 重要 车 果 : 媒质 的 介 电 常 数 
的 任何 增加 , 即使 只 在 媒质 的 某 一 部 分 内 ( 场 源 保持 不 变 ), 也 会 使 
媒质 的 总 自由 能 减 小 。 特 别 是 可 以 断言 ， 未 带电 的 导体 移 到 介 电 
媒质 内 时 , 自由 能 总 是 减少 , 因为 可 以 把 导体 看 作 (在 静电 学 中 ) s 
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为 无 限 大 的 物体 , 这 种 论断 推广 了 5 3 中 所 提出 的 一 个 定理 : 将 不 
带电 的 导体 移 到 芙 空 内 时 , 使 自 空 内 的 静电 场 能 量 减 小 。 

. 另 一 方面 利用 (14. 1) 式 ， 可 以 证 明 $ 7 所 提 到 的 一 种 情况 ， 


即 任何 物体 的 介 电 常 数 都 大 于 工 ( 也 就 是 电极 化 率 2 二 是正 的 )。 


为 此 , 必须 首先 单独 证 明 : 当 介 电 物 体 移 到 电场 内 时 ， 介 电 物 体 的 
自由 能 的 总 变化 为 负 值 DO。 这 利用 热力 学 的 扰动 理论 就 能 证 明 ， 
只 要 把 物体 自由 能 的 变化 看 成 是 它 的 量子 能 级 受到 电场 扰动 的 灶 
果 。 按 照 这 一 理论 , 我 们 得 到 @ 


7 2 = 
2 





ED — Ei 
adi (14. 9) 
式 中 Bw 是 未 受 扰 动 的 能 级 ,Vmw 是 扰动 能 的 矩 障 元 , 而 短 划 表示 
用 吉 布 期 分 布 
Fo — BO 
wn orpl Ee! 
所 得 到 的 统计 平均 值 。 
(14. 2) 式 内 的 了 项 是 场 的 线性 项 , 只 在 热电 体内 才 不 为 需 。 
但 我 们 所 感 兴 趣 的 是 对 场 为 二 次 的 自由 能 变化 ， 它 由 (14.2) 式 中 
其 余 的 项 得 出 。 从 这 里 所 号 出 的 形式 可 以 明显 地 看 出 : 它们 是 负 
的 。 
如 果 和 将 自 由 能 的 变化 形式 地 看 作 是 物体 的 介 电 党 数 逐 渐 地 从 
1 变化 至 值 的 烙 果 , 那 末 从 (14. 1) 式 得 出 , 只 当 s> 工 时 , 丈 一 死 。 


”所 措 的 变化 与 场 的 焉 方 成 正比 。 但 是 要 说 住 和 的 是 ， 在 热电 体内 , 自由 能 的 变 
化 也 包 合 场 的 粮 性 项 ,但 在 这 里 我 们 对 这 一 项 不 感 兴趣 。 

四 参 葬 “统计 物理 学 "第 三 版 § 32, 公式 (32.5) 和 (32.6); 上 面 号 出 的 公式 和 这 
些 式 了 于 的 区 别 只 是 写法 不 同 。 
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才 是 负 的 , 由 此 就 证 明了 所 作 的 论断 。 

由 同样 的 方式 可 以 证 明 ， 对 各 向 异性 的 介 电 媒质 的 张 量 ein 
的 主人 入 , 有 不 等 式 se 二 1。 为 此 , 十 分 明显 ， 只 要 研究 三 个 主轴 中 
每 一 主轴 上 的 场 能 就 够 了 。 

特别 是 , 把 某 一 电荷 从 无 穷 远 处 移 到 介 电 物体 附近 时 ,使 总 自 
由 能 减少 (这 可 以 看 成 在 电荷 周围 的 电场 的 某 一 区 域内 s 击 加 )。 为 
了 由 此 得 出 精 共 :任何 电荷 都 被 吸 向 电介质 ， 严 格 地 说 来 ， 我 们 还 
必须 认为 : 在 电荷 与 电介质 癌 的 有 限 距 离 内 , 不 能 达到 极 小 值 ， 
我 们 在 这 里 不 去 详 种 证 明 这 一 论断 ， 因 为 在 电 薪 和 电介质 之 问 所 
出 现 的 吸力 ， 可 以 极其 明显 地 看 成 是 这 电荷 与 由 电荷 所 引起 的 极 
化 电介质 的 偶 极 距 相互 作用 的 车 果 。 

从 (14. 切 式 可 以 直接 得 出 , 在 准 均匀 电场 内 (也 即 是 在 物体 的 
至 部 体积 内 可 袖 为 不 变 的 电场 内 ) 介 电 物体 的 运动 方向 。 在 这 种 
情况 下 ， 瑟 可 以 从 积分 号 下 移出 来 , 而 差 值 F 一 97o 为 负 值 , 并 与 
到 成 正比 。 因 而 ， 当 介 电 物体 趋向 于 占据 自由 能 为 极 小 值 的 位 置 
时 , 物体 向 召 增 加 的 方向 移动 。 


§ 15。 液 态 电 介质 内 的 电力 


计算 任意 的 不 均匀 电场 内 电介质 上 所 受 的 力 ( 有 时 称 为 有 质 
动力 ) 的 问题 , 是 相当 复杂 的 , 并 且 对 液体 (或 气体 ) 和 固体 , 必须 分 
别 进行 研究 。 我 们 首先 来 研究 比较 简单 的 液体 电介质 的 情况 。 

我 们 用 fdy 表示 媒质 的 体积 元 dy 所 受 的 力 ; 矢量 于 可 以 称 为 
力 的 体 密度 。 

大 家 知道 , 作用 在 物体 某 有 限 体积 上 的 力 , 可 以 化 为 作用 于 该 
体积 表面 上 的 力 2。 这 一 情况 是 动量 守恒 定律 的 烤 果 。 体 积 dy 


Q@ 参 虹 “ 连 秆 介质 力学 ”第 二 版 ,第 二 册 ，§ 2。 
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内 的 物质 所 受到 的 力 是 单位 时 间 内 它 的 动量 变化 ”这 动量 变化 必 
须 等 于 相同 时 间 内 轻 过 表面 进入 体积 内 的 动量。 如果 用 一 oiw 表 
示 动 量 流 张 量 , 则 
| fiady = Prafn, (15. 1) 
等 式 右 边 的 积分 对 体积 了 的 表面 进行 。 张 量 ow 称 为 应 力 张 量 。 
显然 地 ， 四 
_ oipadfs =0ipnrdf 
是 作用 于 面积 元 4f 上 的 力 的 i 分 量 (n 是 表面 法 线 方 向 的 单位 矢 
量 , 指向 体积 外 )。 
相似 地 , 作用 于 苇 体 积 上 的 总 力矩 也 可 以 化 成 面积 分 , 由 此 就 
保证 了 动量 守恒 定律 得 到 满足 。 大 家 知道 ， 这 样 作 所 以 可 能 是 因 
为 应 力 张 量 的 对 称 性 (cin 二 opt); 由 此 可 知 , 后 者 正 是 动量 矩 守恒 . 
定律 的 表达 式 。 
把 (15. 1) 式 的 面积 分 变换 为 体积 分 , 我 们 得 到 
[i jee, 
由 于 积分 的 体积 是 任意 的 , 由 此 得 到 


f= 守 从、 《15. 2) 


这 是 体积 力 用 应 力 张 量 表示 的 热 知 公式 。 

现在 我 们 来 计算 应 力 张 量 。 表 面 上 的 每 一 小 段 可 以 视 为 平 
面 , 而 物体 的 性 质 及 其 附近 的 电场 , 也 可 以 看 成 是 均匀 的 。 因 此 ， 
为 了 使 推导 简化 , 但 并 不 限制 其 普 副 性 , 我 们 来 研究 在 任意 方向 的 
均匀 电场 内 均匀 物质 ( 指 成 分 .密度 和 温度 而 鞋 ) 的 平行 平面 层 ( 层 
厚 有 D。 这 个 电场 可 以 设想 为 由 加 在 层面 上 具有 相应 电荷 分 布 的 





@ 同时 在 应 力 张 量 内 , 我 们 扫 去 了 与 退 度 陡 度 、 电 场 等 有 关 的 项 。 但 是 这 些 项 
比 起 未 包含 导数 的 项 ， 无 穷 地 小 ， 如 同 在 下 与 于 的 关系 中 出 现 的 合 有 导数 的 项 很 个 
一 样 。 
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”导电 术 面 所 产生 的 。 
仿照 计算 力 的 普 涡 方法 ， 我 们 使 其 中 一 个 导电 面 (“上 面 的 ”) 
受到 一 无 穷 小 的 虚 平 行 位 移 , 的 方向 是 任意 的 , 不 一 定 和 法 厅 
n 的 方向 相合 。 我 们 假定 导体 的 电势 (在 导体 每 一 点 处 ) 在 位 移 过 
程 中 保持 不 变 , 而 由 位 移 所 引起 的 电介质 层 的 均匀 形变 是 等 温 的 。 
表面 单位 面积 上 所 受到 平行 平 商家 的 作用 力 为 一 con。 在 
虑 位 移 过程 中 ,这 个 力 所 作 的 功 为 一 oisnnti。 另 一 方面 ,导体 发 
生 等 浊 形 变 和 电势 不 实时 所 作 的 功 , 等 于 | Fr 的 天 小 ， 或 者 等 于 
层 单位 表面 积 上 的 1 记 的 减 小 。 于 是 
ontms = (hy= hd ah. (15. 3) 
液体 的 热力 学 量 只 与 它 的 密度 有 关 (保持 温度 和 电场 强度 一 
定 ); 不 改变 密度 的 形变 (位 移 形变 ) 不 会 影响 热力 学 状态 。 因 此 ， 


我 们 得 到 液体 内 的 等 温 变 化 3 了 为 
F(aF a3F 
aF-( 舍 )， 5E+ 3 ) 
__DiE, /23FY 
~ 47 i 9p : ea 


物质 层 的 密度 变化 与 其 厚度 变化 的 关系 式 为 3p 一 一 Pp 六 场 


的 变化 可 计算 如 下 。 

设 在 位 移 时 , 有 (r 一 u) 点 的 物质 落 在 空间 ( 趾 径 矢量 为 r) 的 某 
一 点 处 ， 这 里 口 为 层 体积 内 的 质点 的 位 移 矢 量 。 因 为 在 我 们 所 研 
究 的 条 件 下 (均匀 形变 和 导电 面 的 电势 不 变 )， 每 一 质点 位 移 时 都 
带 有 场 势 , 因此 , 在 空间 的 一 给 定点 处 场 势 的 变化 为 

89=9(r—u) — g(r)= —uvy=uE, 

式 中 互 为 未 形变 层 内 的 均匀 电场 。 但 是 由 于 形变 是 均匀 的 ， 我 们 
有 
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U= é 5.5) 
式 中 z 是 至 下 面 表面 的 距离 。 因 此 , 电场 强度 的 变化 为 
3E = -Fn(Eé). . (15. 6) 


把 上 面 得 到 的 全 部 式 子 代 人 (15. I he tz= én, 
我 们 得 到 


oinéing = 4 (nD) (EE)— (én) p39 2 


_{BiDe _ p aF 
-| 47 -Pt Pw Le 


由 此 最 后 得 到 应 力 张 量 的 表达 式 为 


cum=|F-p() | 十 一 一 一 2 (15. 7) 


在 各 向 同性 媒质 肉 ( 即 本 节 研 究 的 情况 ), 王 和 D 的 方向 相合 。 因 
此 , BiDs 一 HDi, 张 量 (15. 7) 是 对 称 的 , 这 正 是 当然 的 。 
在 D= sE 的 线性 关系 下 , 我 们 有 


天 = up; 站 -年 (15. 8) 


[参看 (10. 16)]。 Fo 是 电场 不 存在 时 物质 单位 体积 内 的 自 由 能 。 按 
照 熟 知 的 热力 学 关系 式 ， 一 克 物 质 的 自由 能 对 体积 度 的 导数 等 于 


压强 : 
2 Fo pf 2 oY 
全 -Pn Ea Se) 0 
Pp T 
po 一 poCPp，T) 是 P 和 也 值 保持 给 定 值 和 电场 不 存在 时 媒质 内 的 压 
强 。 因 此 ,把 和 5.8) 式 代 和 人 (15.7) 式 后 , 我 们 得 到 … 
ari 一 一 po(Cp, T) Bin— 若 | —Pp (至 ) | 8int Ss By (15. 9) 


在 里 襟 内 ， 这 个 式 子 变 成 大 家 所 熟知 的 电场 的 麦克 斯 书 应 力 张 
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oa 二 (BE 一 全 sm ) 

两 种 互相 接触 的 不 同 媒 质 作 用 于 分 界面 上 的 力 ， 必 须 大 小 相 
等 , 方向 相反 ，, 即 oownw 一 一 otpn%, 式 中 带 搬 的 量 和 不 带 搬 的 量 , 分 
别 属于 两 种 媒质 。 法 向 矢量 n 和 的 方向 相反 ,于 是 可 以 写成 

ipNp= OkpNk. (15. 10) 

在 两 种 各 向 同性 媒质 的 交界 面 上 ， 力 的 切 向 分 量 相 等 的 条 件 
恒 被 满足 。 实 际 上 , 把 (15. 7) 式 代 大 (15. 10) 式 , 并 取出 切 向 分 量 ， 
我 们 得 到 

ED 一 下 Do. 

日 是 , 由 于 EE 和 Dn 为 连 积 的 边界 条 件 , 这 个 等 式 已 被 满足 。 由 力 
的 法 向 分 量 相 等 的 条 件 ， 可 以 得 到 加 在 两 种 媒质 内 的 压强 差 上 的 
非 平 良 条 件 。 

例如 ， 我 们 来 研究 液体 和 大 气 间 的 交界 面 ( 可 以 假定 后 者 的 
s 一 I)。 我 们 用 搬 来 标示 大 气 中 的 量 , 并 利用 (15: 9) 式 的 oip, 我 们 
得 到 

-pm(p2D + 入 PP( 总 ) + 芒 ( 配 一 友 )= 
> 一 了 < 十 BB — EB). 


考 虚 到 边界 条 件 : ,二 Bl，Dn 二 8s2Bi 二 Dx 一 Bn， 可 以 将 上 壕 等 式 
写成 
ps LE 9s) 
polp, T)- px 一 全 人 ( 基 ) 
-和 (e+). (15. 11) 


” @ 参 罗 ' 场 论 ”第 二 版 ，§ 32. 
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这 个 关系 式 必 须 理解 为 从 液体 内 的 电场 强度 来 确定 液 面 附近 的 液 
体 密度 P 的 式 子 。 
现在 我 们 来 求 出 作用 于 介 电 媒质 内 的 体积 力 , 按照 (15. 2) 式 ， 
| 
h- 昌 -w+ 各 o( 的 -各 全 


1i SG 9 
+ 让 [六 DD | 


考虑 到 方程 ivD=.32e 一 0， 最 后 一 项 括号 内 的 表达 式 变 为 下 列 
二 项 之 和 : 
一 8Enp 








en 3; _ _ 9Ep oF: 
Daxi 十 Oo 3 Dxzx De (各 adrxp/)’ 


但 由 于 rotE=0, 这 个 式 子 变 为 需 。 于 是 得 到 
f- -emad po(p, 2 十 是-eradl Wp( Be |- | 


pp? 
a grad 8. (15. 12) 


如 果 电 介质 内 有 体 密度 为 ps 的 旁 电荷 , 那 末 , 在 f 力 上 还 必 
须 加 上 一 硕 正 div D/4r, 因为 div 了 =4rp 为 因而 这 一 项 等 于 
psE; | (15.18) 
但 是 不 能 认为 这 一 精 果 是 不 证 自明 的 (参阅 $ 16 例题 3)。 
“如 在 $7 中 所 提 到 的 , 在 气体 中 可 假定 s 一 1 之 差 与 密度 成 正 


比 。 于 是 P32 一。 一 1, 而 (15. 12) 式 取 更 简单 的 形式 : 
f= —vVpo+ 2 grad EB?. (15. 14) 
无 给 是 钥 分 均匀 的 或 非 均匀 的 媒质 , (15. 19) 式 都 适用 。 在 非 
均匀 媒质 内 ，s 不 仅 是 P 和 的 画 数 , 而 且 也 是 沿 媒质 而 变化 的 混 
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合 物 沪 度 的 西数 。 但 在 租 分 均匀 的 媒质 内 ,，s 只 是 P 和 人 的 画 数 ， 
而 grads 可 以 展开 为 


Vs 一 器 ). VT +( 莱 vp. 
于 是 (15. 12) 式 取 下 列 形式 : 


a Pp 98 as 
f va(p, + 可 了 | 本 到) | 汪 ( 劳 ) vr 415.15) 


如 果 物 体内 的 温度 保持 不 变 ， 那 未 第 三 项 变 为 需 而 在 第 一 项 内 ， 
可 以 用 pYbo 代替 Vpo( 按 照 没 有 电场 时 的 熟知 的 化 学 势 热力 学 恒 
等 式 : pdco= dpo 一 SodT) 和 


人 -Pv| 6- 划 部 )， | : (15.16) 


但 是 ， 方 括 内 的 表达 式 不 是 别 的， 是 电场 内 的 物质 的 化 学 势 5[ 参 
并 (10. 18) 式 ], 于 是 f= 一 pvVt。 
UR 力学 平衡 条 件 f=0 为 

5 和 -各 ( 转 ) 一 常数 ， (15. 17) 
Rn 
简单 的 形式 。 在 电场 作用 下 , 媒质 密度 的 变化 与 瑟 成 正比 。 因 此 ， 
如 果 没 有 电场 时 媒质 的 密度 是 均匀 的 , 那 末 在 存在 电场 的 情况 下 ， 
在 (15. 15) 式 后 面 的 二 项 内 ， 应 令 P= 常数 ; 在 上 面 假定 克 性 关系 
DD=sE 成 立 的 公式 内 ， 计 算 P 的 变化 超出 了 这 些 公式 的 精确 认 。 
于 是 , 今 (15. 15) 式 的 上 等于零, 当 温 度 不 变 时 , 得 到 平衡 条 件 为 


po ps T) -名 (六 一 常数 ， (15. 18) 


这 个 式 子 和 (15. 17) 式 的 差别 ， 是 用 多 代替 了 


@ 人 参 妆 “统计 物理 学 ”第 三 版 ,，$ 26, 1951。 


- 
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$ 16。 固 体内 的 电力 
固体 的 介 电 性 质 不 但 随 其 密度 的 改变 而 改变 (和 液体 一 样 )， 
而 且 也 随 着 不 改变 密度 的 形变 (位 移 ) 而 改变 。 首 先 我 们 来 研究 没 
有 电场 时 为 各 向 同性 的 物体 。 一 般 膏 来 ， 物 体 的 形变 会 破坏 它 的 
各 向 同性 ; 因而 它 的 介 电 性 质 也 变 成 是 各 向 异性 的 ,于 是 标量 介 电 
常数 s 必须 用 介 电 张 量 siw 来 代替 。 
大 家 知道 ,描写 呢 形 变 物体 的 状态 是 利用 形变 张 量 : 


= 1 /us 3 ) 
RS (+ ’ 


式 中 u(z、y、2) 为 物体 各 点 的 位 移 矢 量 。 由 于 这 些 量 很 小 ,因此 在 
分 量 siw 的 变化 内 ， 只 要 取 wz 的 一 次 项 就 够 了 。 与 此 相应 ,我们 
把 形变 物体 的 介 电 张 量 写成 下 面 的 形式 : 
Sik = 0dip + QiWUip 十 Wadip. (16. 1) 

式 中 se 为 未 形变 物体 的 介 电 常 数 ， 而 后 面 二 项 (含有 两 个 标量 常 
数 al 和 as) 代表 最 普通 形 式 的 二 秩 张 量 ， 这 张 量 可 以 利用 线性 方 
式 由 张 量 wz 的 分 量 租 成 。 

现在 来 看 一 看 ， 前 一 节 所 给 出 的 推导 必须 作 那 些 修正 。 因 为 
在 固体 内 2 与 形变 张 量 的 全 部 分 量 有 关 ， 因 而 代替 (15. 4) 式 ， 必 
须 写 为 





3 所 
8F=— -DIE Ta dn 


在 所 研究 的 虚 位 移 情 况 下 ， 矢 量 u 由 (15. 5) 式 得 出 ， 于 是 形变 张 
量 为 


Wip 一 3 Eins + Er:). 


把 上 式 代 大 3 所 内 ， 厦 考 虑 到 张 量 的 对 称 性 (因而 也 是 导数 子 < 全 的 
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对 称 性 ), 我 们 得 到 
1 


ys EsNE ey 
3 D3E 4 S78 Be 


现在 , 十 分 显然 ， 对 于 应 力 张 量 ， 代 替 (15. 7) 式 , 我 们 得 到 表达 式 
为 Q 


(16. 2) 





a 


不 论 D 对 E 的 关系 如 何 , (16. 3) 式 都 适用 。 对 于 非 热 电 物 体 
和 非 压 电 物 体 ( 其 中 Di= sik 瑟 ); 玉 由 (13. 4) 式 得 出 ， 于 是 我 们 得 
到 所 求 的 导数 为 - 


2F _ 3Fo 二 证 
Born Bein (a Er+aoB’8ip). 


后 , 在 (16. 3) 式 中 , 今 siw 二 s'08iw; 因此 求 得 应 力 张 量 的 公式 为 
Orip =0® 4800 pF, — S002 ps,.. (16. 4) 
S37 Sr 


cz 锅 是 没有 电场 时 的 应 力 张 量 , 按照 弹性 理论 中 的 普通 公式 , 它 由 
刚性 模 量 和 压 连 模 量 决定 。 

现在 我 们 来 对 各 向 异性 固体 进行 类 似 的 计算 @。 这 时 应 对 上 
面 的 推 葵 作 如 下 的 改变 : 当 物 质 层 发 生 虚 形变 时 , 它 的 晶 轴 也 发 生 
转动 , 这 样 一 来 ; 晶 轴 相对 于 外 电场 的 取向 也 发 生 改 变 。 由 于 晶体 
的 介 电 性 质 是 各 向 异性 的 ， 因 而 导 至 素 有 一 附加 的 改变 ， 而 这 在 

@ ”在 这 公式 内 的 量 Fr, 和 上 面 一 样 , 是 物体 单位 体积 的 自由 能 。 但 是 , 在 弹性 理 
诊 中 , 通常 采用 稳 为 不 同 的 定义 :热力 学 量 是 属于 未 形变 物体 单位 体积 内 的 物质 最 的 ， 


醒 在 形变 以 后 ， 这 物质 可 以 占据 另 一 体积 。 笋 容易 从 一 定义 过 小 到 另 一 定义 ， 只 要 
用 强 量 uix 来 表示 形变 时 的 相对 体积 改变 [由 于 (16.3) 式 内 有 ix 的 导数 ， 必 须 精 确 


到 二 次 项 ]。 若 果 (16.3) 式 的 头 两 项 变 成 一 项 : 总 ， 这 与 弹性 理论 的 一 般 公式 符合 。 


sm Pout (BE > 





在 $17 中 ,我 们 将 看 到 , 晶体 的 电 致 体 编 现象 , 在 一 定 的 对 称 类 型 下 , 和 各 向 同 - 
性 物体 的 电 致 什 篇 差别 很 大 。 这 种 晶体 称 为 压 电 唱 体 。 这 里 所 指 的 是 非 压 电 晶体 内 
的 电 致 伸缩 。 
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(16. 2) 式 内 没有 考虑 在 内 。 在 计算 这 一 改 强 时 ， 不 阁 最 定 晶 和 相 
对 于 电场 下 旋转 了 一 角度 gp, 还 是 假定 电场 相对 于 晶 轴 旋转 了 一 
角度 一 89, 都 是 一 样 的 , 但 第 二 种 方法 更 为 方便 。 

由 此 可 见 , 在 我 们 前 面 所 研究 过 的 场 变化 (15. 6) 内 , 还 必须 加 
上 转动 一 角度 一 ae 时 的 电场 已 的 变化 : 


8 一 一 于 n(EE) 一 [sp E]，、 





角 8g 和 形变 时 的 位 移 矢 量 口 的 关系 为 8p = 于 zxotu( 我 们 注意 到 ， 


在 物体 转动 sp 角 时 , 它 答 点 的 位 移 为 u= [se.r]， 因 而 很 容易 地 
得 到 上 面 的 等 式 )。 ee 习 式 内 的 u 代 大 ,我们 得 到 


襄 Lv26] 一 起 [né]， 
和 z . 
到-- La(Eé) ee £1]]= -h(n(Eé) +é(nE)). 
(16. 2) 式 内 的 第 一 项 变 为 “ 

-DE BnD) (EE) + (ED) (nF)) 

= Thm 2 





由 此 可 见 ，(16. 3) 式 内 的 乘积 .Ds 必须 用 上 式 括号 内 的 中 和 来 

Tn Pat Be 

我 们 注意 到 , 所 求 得 的 式 子 自动 地 对 下 角 标 i 和 是 对 称 的 ; 这 正 

是 应 当 的 。 

到 于 形变 晶体 的 介 电 张 量 ， 代 赫 含 有 两 个 标量 常数 的 表达 式 、 
(16. 1), 在 普通 情况 下 , 我 们 有 下 列 的 表达 式 ; 





+ BDet EoD). 6.5) 
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2 二 于 ‘2 Bip = 8 二 ipimdims . - “(16. 6) 
式 中 Ginim 为 四 秩 的 恒定 张 量 ， 它 对 两 对 下 角 标 i,b 和 1,m 是 对 
称 的 (但 对 两 对 下 角 标 i,t 和 1, m 的 换 位 不 对 称 )。 这 个 张 量 的 不 
为 雳 的 独立 分 量 数 目 : 取决 于 晶体 的 对 称 性 ; 也 即 是 取决 于 晶体 的 
类 型 。 

我 们 在 这 里 不 准备 写 出 应 力 张 量 的 公式 [ 它 与 (16.4) 式 类 
， 似 ], 这 利用 (16. 6) 式 即 可 得 到 。 

由 上 面 得 到 的 公式 , 可 以 求 出 固体 电介质 内 的 应 力 。 但 是 , 如 
时 我 们 只 是 希望 求 出 外 电场 作用 于 物体 上 的 总 力 王 或 总 力矩 买 ， 
那 末 并 不 需要 求 出 这 些 公式 。 现 在 我 们 来 研究 在 液体 (或 气体 ) 媒 
质 内 保持 静止 的 物体 。 作 用 于 物体 上 的 总 力 等 于 对 物体 表面 所 取 


的 积分 中 cumndf。 由 于 力 wennn 是 过 炉 的 , 因此 , 无 脆 从 (16. 4) 式 


的 ww 值 来 计算 这 积分 , 或 者 按 适用 于 物体 周转 媒质 的 (15. 9) 式 来 
计算 这 积分 ， 粘 果 都 是 一 样 。 假 定 媒质 处 于 力学 和 热平衡 下 ， 于 
是 , 如 果 考 虑 到 平衡 条 件 (15. 18) 式 , 则 计算 工作 还 可 进一步 简化 。 
由 于 这 个 条 件 ， 在 应 力 张 量 (15. 9) 内 有 一 部 分 表示 媒质 内 的 恒定 
均匀 压 糖 或 拉 伸 压强 ， 它 们 对 作用 于 物体 上 的 总 力 F 和 总 力矩 K 
没有 中 献 。 因 此 计算 后 者 时 可 以 把 oiw 简单 地 写成 


on = (BBs ， (16. 7) 


式 中 E 为 液体 内 的 电场 ， 而 s 是 液体 的 介 电 常数 。 这 个 式 子 和 凌 
空 内 电场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 不 同 的 地 方 是 多 了 一 个 因子 s 而 . 
已 。 于 是 


De (16. 8) 


K= Ee ) [rE](nE)— 和 cm (16 9) 
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我 们 还 注意 到 ， 因 为 液体 处 于 平衡 状态 下 ， 因 此 在 这 些 公式 
”内 ,可 以 对 包 图 待 研究 物体 的 任何 封 队 画 进行 积分 (但 是 ， 当 然 不 
包括 作为 场 源 的 带电 体 )。 

我 们 也 可 以 从 另 一 角度 来 计算 作用 于 电场 内 电介质 上 的 总 力 
问题 (在 自 实 雁 ), 也 就 是 不 采用 实际 存在 的 电场 , 而 采用 电介质 不 
存在 时 给 定 场 源 所 产生 的 电场 来 表示 总 力 , 这 也 就 是 物体 被 带 ， 
大 的 “外 电场 "。 此 处 假定 了 当 物 体 带 大 电场 时 产生 电场 的 电荷 分 ， 
布 并 不 起 变化 。 这 一 条 件 实际 上 不 可 能 得 到 满足 , 例如 , 如 果 电 荷 
分 布 于 伸 长 导体 的 表面 和 电介质 被 带 至 离 导 体 有 限 距离 的 医 。 

当 整 个 物体 虚 平 移 了 一 无 穷 小 距离 时 ， 物 体 的 总 自由 能 变 ， 
化 按照 (11. 3) 式 为 





8 多 一 一 |Pssar， 
式 中 
3E—E(r+u) 一 @(r)= (uv)GE 
“是 物体 某 一 给 定点 处 场 @ 的 变化 。 由 于 u= 常 数 和 rot 多 0， 我 
们 有 
PK(uv) 多 一 (Pv)(ug@) 王 uC(PV7)C， 


于 是 a = -u| Evear 
另 一 方面 , 3 哆 = 一 uF, 于 是 我 们 得 到 所 求 的 力 的 公式 为 
FE 一 |Cv)ear (16. 10) 


由 类 似 方 法 ， 可 以 求 出 作用 于 物体 上 的 总 力矩 。 但 这 里 不 淮 
备 进行 相应 的 计算 ， 只 是 给 出 它 的 精 果 : 
@ 但 是 应 菠 重 指出 ,这 积分 内 的 被 积 式 不 能 解 释 为 力 的 体 密度 。 问 题 在 于 ， 电 


介质 内 的 定 域 力 ， 不 但 和 场 区 有 关 , 而 且 也 和 ' 沁 内 部 的 本 征 声 有关 ， 由 于 动量 守恒 定 4 
律 , 后 者 对 总 力 没有 页 献 , 但 ' 世 影响 力 在 物体 体积 内 的 分 布 。 
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=-|[Pelar+|rm PVElar. (16. 11) 


在 整个 物体 范围 内 可 以 假定 为 不 变 的 准 均匀 场 内 , (16. 10) 式 
在 第 一 近似 下 输出 


F -(|Parv)je- (gzv)G， (16. 12) 


式 中 为 极 化 电介质 的 总 偶 极 矩 , 当然 , 把 (11. 8) 式 的 安 直 接 取 微 

分 , 也 可 以 得 到 这 一 精 果 。 在 (16. 11) 式 办 , 在 第 一 近似 下 , 与 第 一 

项 比较 , 一 般 地 可 以 略 去 第 二 项 , 因而 得 到 下 面 的 自然 精 果 : 
K=[%E]. (16. 13) 


例 是 


1. 家 一 介 电 球 (全 笃 为 a) 位 于 均匀 的 外 电场 区 内 ， 由 垂直 于 场 方向 的 
平面 切 为 两 牛 。 试 求 酚 个 个 球 之 间 的 吸力 。 

解 ， 改 想 两 个 个 球 筱 一 无 穷 小 的 狭 粮 分 陋 开 , 井 将 (16.8) 式 (其 中 < 一 1) 

对 全球 夫 面 积分 ,就 可 以 求 出 这 力 , 这 时 E 是 球面 附近 时 空 内 的 电场 强度 。 根 

据 (8. 2) 式 , 球 内 的 场 是 均匀 的 ， 并 且 等 于 Em 一 3 区 (2+e)Ce 是 球 的 介 电 常 

数 )。 狼 糙 内 的 场 重 直 于 表面 , 并 等 于 

’ 3é 


Di 一 
E=D 5TECE. 


在 球 的 外 表面 上 ， 





E,= Di) -2 人 cosb， 


Es,=E 一 -Ea sing, 


式 中 9 是 和合 径 矢量 和 多 方向 之 间 的 夹 角 。 
算 时 积分 后 得 到 吸力 为 @ 


@ 这 个 表达 式 在 一 co 时 的 极限 值 和 8$5 中 例题 3 导电 球 的 车 果 相 同 ， 只 是 偶 
然 的 〈 奖 际 上 这 些 力 的 符号 是 不 同 的 )。 这 两 种 情况 在 物理 上 井 不 是 等 赦 的 ， 可 以 从 
“下面 一 点 明显 看 出 ， 即 在 两 导电 全 球 (电势 相同 ) 的 次 烽 内 流 有 电场， 而 前 面 的 例题 则 
有 电场 存在 。 


~、 
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2 就 求 均 己 的 外 电 声 内 介 电 球形 状 的 改变 。 

、 解 ， 和 5 5 中 例题 4 的 解 完 驳 相似。 在 求 球 的 形状 的 改变 时 ， 我 们 假定 . 
球 的 体积 不 变化 @ 。 对 干 自由 能 的 弹性 能 部 分 , 我 们 得 到 和 § 5 中 例题 4 完 
全 相同 的 式 子 。 电 能 闻 分 由 下 式 得 出 

_%E 7 E‘2) I 


pi rr 
而 且 , 按 解 (16.1) 式 ，z 轴 上 的 介 电 常数 为 
, | a—b 
i 





> .2 .2 
EC 一 Eo 十 Clwzo 一 Eo + aoWee— Wyy) 一 5 十 可 0 


3 
从 总 自由 能 为 最 小 值 的 条 件 得 到 
a—b_ .9&7 《so 一 L) 十 5a3 
"RE 40 (E0+2)? 

当 so 一 2 时 ， 这 个 式 子 过 渡 到 为 球 导体 的 结果 ， 

3. 试 求 各 向 同性 的 固体 电介质 内 存在 变 电荷 时 电介质 内 的 体积 力 ， 
定 电介质 是 均匀 的 。-: 

解 . 假定 Ecoab az 为 常数 , 并 利用 方 称 rot 正 = 0 和 divD=:eodiv 巨 = 4rp 力 

于 是 从 (16. 4) 式 我 们 得 到 








: Qoik 9% 1 
J EE DO Br te ji 5 (本 Jram 
§ 17。 压 电 体 


电场 中 各 向 同性 的 电介质 内 所 出 现 的 内 应 力 ， 是 电场 二 浆 的 
效应 。 这 种 效应 也 存在 于 一 系列 晶 类 的 晶体 内 。 但 是 ， 在 一 定 的 
对 称 类 型 下 ， 唱 体 的 电 致 伸 答 性 质 具有 完全 不 同 的 特征 。 在 这 些 
“物体 ( 称 为 压 电 体 ) 内 , 电场 所 产生 的 内 应 力 与 场 的 一 次 笑 成 正比 ， 
相应 地 也 存在 相反 的 效应 一 一 床 电 体 的 形变 引起 压 电 体内 出 现 电 
场 , 这 电场 与 形变 的 大 小 成 正比 。 
在 压 电 体 中 , 我 们 感 兴 趣 的 是 基本 的 线性 效应 , 因而 在 普 吏 公 


Q@ 求 体积 的 改变 见 $ 12 例题 1。 
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式 (d6. 5) 夫 我 们 可 岗 略 去 妃 的 二 次 项 。 于 是 
sn Fawt (RE) et ™ 


在 下 一 节 中 ， 我 们 将 采用 未 形变 物体 单位 体积 内 物质 的 热力 学 量 
(参半 100 页 上 的 底 注 )。 这 样 理解 刺 的 意义 村 , 我 们 就 简单 地 得 到 








zm- (2 2 (17. 1) 
相应 地 微分 dF 的 热力 学 关系 式 为 
d= — SdT + oindwin 一 二 DaE: (17. 9) 


对 其 中 最 后 一 项 , 我 们 必须 作 下 列 说 明 : 严格 说 来 , 在 这 种 形式 下 ， 
这 一 项 [从 (10. 9) 式 移 来 ] 是 属于 变形 物体 的 单位 体积 的 。 不 考虑 
到 这 一 点 , 我 们 就 会 有 误差 ， 但 是 ， 在 现在 的 情况 下 (对 压 电 体 而 
车), 这 种 误差 是 比 (17. 2) 式 其 余 各 项 更 高 次 的 小 量 。 

在 (17. 2) 中 , 张 量 分 量 wa 起 着 自 变数 的 作用 。 有 时 取 oriw 的 
分 量 作为 这 种 变数 , 也 是 很 便利 的 。 为 此 ， 必须 引进 热力 学 势 , 并 
定义 为 

=o (17. 3) 
这 个 量 的 微分 为 


Se DaE. (17. 4) 
TT 


应 该 着 重 指出 , 按照 (17. 3) 和 (17. 4) 式 , 在 电动 力学 中 引入 热力 学 
势 定 与 (17.1) 式 的 正确 性 有 关 , 因此 , 这 只 对 年 电 体 是 可 能 的 。 
在 这 样 定 义 了 我 们 所 需要 的 热力 学 量 以 后 ， 现 在 我 们 来 描述 
晶体 的 压 电 性 质 。 选 择 ois 和 Bi 为 自 变数 , 我 们 必须 把 感应 强 谋 
D 看 作为 它们 的 画 数 ， 而 在 这 画 数 的 展开 式 内 必须 只 保存 它们 的 
一 次 项 。 在 矢量 分 量 展开 为 二 秩 张 量 分 量 的 赛 级 数 内 ， 在 最 普 逼 
情况 下 , 线性 项 可 以 写 为 47Yikiop 其 中 常数 Yi,nt 的 总 和 构成 一 
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个 三 秩 张 量 ( 引 入 因子 47 是 为 了 方便 )。 朗 然 张 量 ow 对 它 的 下 角 
标 是 对 称 的 ， 因而 十 分 显然 ， 也 可 以 假定 张 量 ysm 对 相应 的 两 个 
下 角 标 也 是 对 称 的 : | 
Ti pl = Yip} (17. 5) 
为 了 明显 起 见 ， 我 们 用 去 号 将 对 称 的 下 角 标 1 与 第 三 个 下 角 标 
分 开 。 我 们 把 张 量 Yon 称 为 压 电 张 最 晶体 的 压 电 性 质 即 完全 由 
它 决定 。 - 
把 描写 压 电 性 质 的 项 加 到 晶体 中 的 电厂 应 强度 的 表达 式 
(8. 1 内 , 我 们 有 | 
. Di=Diot sw Bt dr Yopio kt. (17. 6) 
在 热力 学 量 内 , 也 会 出 现 相应 的 附加 项 。 电 场 不 存在 时 , 非 压 电 晶 
体内 的 热力 学 势 为 - 


A 1 
P=P= Po MikplmGipT imy 


, 2 $b 
` 式 中 @o 是 属于 未 变形 物体 的 , 而 第 二 项 代表 普通 的 弹性 能 量 ， 由 
弹性 恒定 张 量 jwinim 决定 了 。 对 压 电 体 而 癌 ， 我 们 有 


~ 1 
P=qPo— Eikimo hoin— ren — 


Q@ 张 量 ktxim 确 定 应 力 和 形变 的 关 采 为 


Uik = Se LikImO LM. 


在 “ 问 粳 介质 力学 ”中 (第 二 部 分 ，$ 10), 我 们 人 骨 写 出 逆 关 采 式 : 

Sik = AipimuUlm. 
显然 , 张 量 Kikim 的 所 有 对 称 性 质 完 全 和 张 量 Aikim 的 对 称 性 质 相同 。 
在 自由 能 万 内 , 弹性 能 为 正 号 : 


Prat = Atkimtet pm. 
从 瑚 只 减 坪 ipuik, 部 得 至 热力 学 势 , 因此 


1 1 
= 术 弹 性 一 OILUik 二 人: AirImuigum = 一 DHikimiko Lm. 
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0) 
a 由 关系 式 
六 43 





Ai 
中 对 ;的 导数 (保持 内 能 和 温度 不 变 ) 必须 与 (19. 6) 式 


相同 。 


知道 了 号， 就 可 以 从 (17. 4 式 得 到 形变 张 量 用 应 力 csp 和 电 
场 互 所 表示 的 公式 为 


Wip 一 一 35 ) 一 KiplomDrgm 十 to 瑟 7. (17. 8) 
OOorip/ 7,E 





应 芯 注 意 到 , 在 压 电 晶 体内 ， 把 量 jwinin 和 ssw 作为 弹性 常数 
和 介 电 常数 ， 在 一 定 的 意义 上 是 有 条 件 的 。 在 我 们 所 选择 的 定义 
下 ， 它 们 分 别 答 出 电场 强度 不 变 时 形变 对 弹性 应 力 的 依赖 关系 和 
应 力 不 变 时 感应 强度 对 电场 强度 的 依 顿 关 系 。 如 果 发 生 形变 时 电 ， 
感应 强度 不 变 ， 或 者 我 们 所 研究 的 是 形变 不 变 时 感应 强度 对 电场 
强度 的 依赖 关系 , 那 末 , 起 着 弹性 系数 和 介 电 常数 的 作用 的 将 是 其 
他 的 量 ， 这 些 量 可 由 张 量 ps 和 的 分 量 表示 出 来 (虽然 形式 相 
当 复 杂 )。 

求 出 压 电 物体 内 的 场 ， 必须 和 求 它 的 形变 同时 进行 ， 因而 这 是 
静电 学 和 弹性 理 前 的 共同 问题 。 也 即 是 必须 求 出 静电 学 方程 


-div D=0, rot E=0 (17. 9) 
(D 从 (17. 6) 式 得 出 ) 和 潭 性 平衡 方程 
9oip 0 (17. 10) 


Di 
的 共同 解 ， 并 且 满足 物体 表面 上 相应 的 边界 条 件 ， 以 及 考虑 到 由 
(17. 8) 式 所 给 出 的 riz 和 形变 之 问 的 关系 。 在 普 到 情况 下 ， 这 样 
来 提出 问题 是 很 复杂 的 。 
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.对 于 具有 自由 表面 ( 即 没 有 加 上 任何 栅 械 外 力 ) 的 压 电 椭 球 
体 , 问题 可 以 进一步 简化 。 在 这 种 情况 下 (8 8), 压 电 体内 的 场 , 因 
而 以 及 它 的 形变 , 都 是 均匀 的 , 而 全 部 弹性 应 力 ciz=0。 

最 后 , 我 们 提出 这 样 一 个 问题 , 哪 一 些 晶体 对 称 类 型 容 若 存在 
压 电 性 质 。 换 句 话 絮 ， 必 须 考 虑 对 称 条 件 对 张 量 Yi,ni 的 分 量 所 
加 上 的 葛 束 条 件 。 在 普 副 情况 下 , 这 个 张 量 ( 对 下 角 标 和 1 是 对 
称 的 ) 有 18 个 不 为 老 的 独立 分 量 ,但 实际 上 , 独立 分 量 的 数目 通常 
要 上 比 这 少 得 多 。 

在 给 定 晶体 的 全 部 对 称 变换 中 ， 张 量 yy nt 的 全 部 分 量 必 须 
保持 数值 不 变 。 由 此 立即 得 到 , 在 任何 情况 下 , 具有 对 称 中 心 的 物 


体 ( 当 然 其 中 也 包括 一 切 各 向 同性 物体 )， 不 可 能 是 压 电 体 。 实 际 “ 


上 ,在 中 心 反 射 时 (三 个 坐标 都 改变 正 负 号 )， 三 秩 张 及 的 全部 分 二 
都 会 变 号 。 
在 38 神曲 类 中 ， 容 证 有 压 电 性质 的 总 共有 20 种 。 这 首先 是 
$13 中 所 举 出 的 共有 热电 性 质 的 10 种 (热电 体 同 时 也 是 压 电 体 )。 
此 外 , 下列 10 类 晶体 也 是 压 电 晶体 : 
菱形 系 : Da, - J 
正方 系 : Da, Dza, 94， 
凌 面 系 : Des， 
六 角 系 : Ds, Can Dar, 
立方 么 : TT, Ta。 
至 部 晶 类 的 压 电 张 量 的 不 为 零 的 分 量 ， 都 列 入 本 节 的 例 明 内 。 


例题. 


1. ee 求 出 张 量 yz) 的 不 为 图 的 各 分 
量 。 
解 . 唱 类 D 关 售 让利 村 放 骨 二 六 刘 禄 久 我 们 选择 它们 为 zx, y, z 
轴 。 线 这 些 坤 旋 述 180°, 三 个 坐标 有 二 个 变 号 。 因 为 Ym 的 分 量 和 乘积 
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zx8a 一 样 变 换 ， 因而 只 季 三 个 下 角 标 都 不 相同 的 分 量 才 不 为 需 : 


Yoyyzr Ty ry TI zp 
其 余 不 为 零 的 分 量 , 由 于 yo zl 一 Tt 都 等 于 这 些 分 量 。 相 应 地 ， 热 力学 势 
”的 压 电 部 分 为 四 
中 由 下 一 ~ 2(Ys,yzsBooyzt Yy, seByrszt Ys, sy Brory): (1) 

在 唱 类 D; 的 坐标 轴 上 , 再 加 上 二 个 对 称 平面 , 就 得 到 唱 类 Dzs， 这 二 个 
对 称 平面 通过 其 中 一 轴 ( 设 为 轴 )， 井 把 z 轴 和 轴 之 间 的 夹 角 分 为 两 后。 
在 其 中 一 对 黎平 面 上 的 反射 表示 下 刚 变换 ，z 一 op y 一 x，z 一 z。 因 此 ， 由 交 
换 下 角 标 = 和 23》 而 得 到 的 Yi,xi 的 不 同 的 各 分 量 应 该 相等 , 于 是 (1) 式 的 三 个 
”和 柔 数 中 , 只 有 二 个 是 独立 的: 

Yzygp Yr yz YTyy sz 

“在 晶 类 Da 上 加 上 四 个 三 欢 的 对 角 对 称 击 i 就 得 到 品类 2。 线 这 些 对 称 
轴 族 炉 时 zx, yz 珊 循 环境 位 例如 zz， 9 一 mh 5 一 2。 因此 ， (GD 式 中 的 三 个 条 
数 变 成 相等 ; 
| Yoyz = Yr ry = Yy,zv- 
”对 于 立方 晶 类 To, 得 到 相同 的 车 果 。 

器 类 Di 包含 一 个 四 次 对 称 朝 4 朝 ) 和 在 zy 平面 内 的 四 个 二 欢 对 称 
坦 。 除 了 鼎 类 Ds 的 对 称 要 素 外 ， 我 们 在 这 里 只 须 再 研究 绞 z 轴 旋 转 90 "的 
情况 , 也 即 是 只 须 再 全 究 下 列 变换 : x 一 yy 一 一 z，2 一 2。 由 于 这 种 变换 , (1) 
式 的 邓 数 有 一 个 变 成 器 CYz,oy = 一 7z,yz 一 一 7zyevs 由 此 得 Yaoy 一 0)， 而 其 他 
二 个 和 柔 数 只 可 着 一 个 正 负 号 : 

~ Yoryys = 一 7YVyzz? 

对 于 晶 类 De 得 到 同样 的 结果 。 

品类 SS 包含 下 列 变 换 : ZX 一 Vy, 2 一 一 2 2 一 一 2 7 一 一 DT 3 一 一 2 8 
不 为 堆 的 各 分 量 为 
Yaop Yo y= Ye zee zy zr yzy° 
适当 地 选择 .zy 朝 的 方向 , 这 些 量 中 有 一 个 可 能 变 为 替 。 

贞 类 Ds 包 合 一 个 三 次 对 称 轴 (z 轴 ) 和 在 zy 平面 内 的 三 个 二 次 对 称 朝 ) 





四 ”为 了 各 观 般 解 起 见 , 我 们 姐 住 , 如 果 将 DB 的 具体 宪 达 式 对 oix 直接 求 微分 , 来 
算出 形变 恒基 ztk 的 分 是 , 则 对 oix( 其 中 i 二 kk) 分 最 的 导数 答 出 wz 的 根 应 分 最 的 二 售 
镇 (参照 “过 奈 介 质 力学 ”第 二 版 , 第 二 部 分 ，$ 10 末 的 底 注 )。 
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下 其中 一 个 对 太 症 为 < 彰 。 为 了 玉 由 外 于 三 次 对 各 二 的 出 现世 加 上 的 限 币 
我 们 先 引 | 进 复数 “坐标 ” 

到 一 2 十 ?7 一 2 一 321) ” 
然后 再 进行 形式 变换 是 很 方便 的 ; 我 们 使 坐标 保持 不 变 。 也 可 以 把 张 量 
Ybkl 变换 为 新 坐标 。 这 时 各 分 量 的 下 角 标 值 变 为 #, %, 2。 欠 轴 旋转 120 “后 ， 
这 些 “ 坐 标 ? 变 换 为 


~27t 


5 下 ) JHIE 3 ,ZY—8, 
六 时 张 量 Yi,xi 中 保持 不 变 因 而 可 以 不 为 者 的 各 分 量 为 Yz;oe yoizt，7)ttey 
Yao Yzyzzo 加 2 轴 加 180° 的 变换 为 xz 一 x;y 一 一 y, 2 一 一 2 或 者 在 “坐标 系 ” 
£92 中 为 一 97 9 一 二 2 一 一 2。 这 时 yz 和 7Yz,zz 改变 正 负 号 ， 因 而 必须 
变 为 雾 ， 而 上 面 列 出 的 其 余 各 分 量 则 可 以 互相 转换 ， 这 样 就 得 到 下 人 列 等 式 : 
Yr,zt = 一 YezpYe 二 Yn 要 写 出 鲁 E 电 的 下 达 式 ， 必 须 租 成 其 Ty 
$y 2 时 之 总 和 一 Yi,x1Bicki: : 
DE = —27s,zt (Bnoge — Brozn) 0 十 召 vcyn)， 
人 和 和 全 和 ”8 7, 2 中 的 分 量 Ei 和 osx， 用 原来 的 坐标 柔 x, y,z 中 
的 分 量 来 卖 示 。 这 利用 张 量 的 分 量 和 相应 的 坐标 乘积 一 样 变换 , 是 很 容易 做 
到 的 , 因此 , 例如 , 从 
££= 200— YY+2iry, 
得 到 
; ci 一 ooz 一 cyy 十 24oay- 
于 是 得 到 
Pa =2a( Byezo— Evrzy)+b[2Byosy — Eslows — oyy)), (2) 
式 中 wa=217ozbpb 一 27tt 次 实 常数 。 如 从 (2) 式 看 时 的 ,在 坐标 zy,z 中 
Yik1 的 各 分 量 间 的 关系 式 为 : a 
| Yoyyzz 一 一 Yzyzg 


三 2a， 


Yzyzy 一 一 Yo， ,zf= Yes =b. 


在 唱 类 Da 人 Wh 就 得 到 晶 类 


-@ 在 非 正 交 坐 标 系 中 (4, 7,z 就 是 这 种 坐标 系 )， 类 家 知道 , 必须 区 别 绰 量 的 协 
变 分 量 和 抗 变 分 量 。 在 变换 到 原来 坐标 条 工 ,y,z 时 ， 记 必须 考虑 到 这 种 情况 。 但 是 ， 
、 我们 这 样 来 碳 过 这 个 问题 , 就 是 直接 根据 (2) 式 的 标量 粗 合 形式 , 求 出 z,y, = 坐标 条 中 
ya 2 的 各 分 量 阅 的 关系 式 。 
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,Dsn。 吹 : 送 平 男 半 的 反射 是 4 变 号 ， 因 而 ywze= 0， 于 是 在 (2) 式 中 只 剩 下 条 
数 为 6 的 项 。 
晶 类 Can 除了 包含 一 个 三 次 的 对 称 轴 外， 还 包 合 一 个 霍 韦 于 三 次 堤 的 对 
称 平面 。 在 这 平面 上 的 反射 是 z 变 号 , 因而 下 角 标 内 z 出 现 为 痛 数 次 的 Yi,kI 
的 各 分 量 必须 等 于 雾 。 再 水 虑 到 上 面 所 提 到 的 由 三 欢 对 称 珊 所 加 上 的 限制 ， 
我 们 发 现 , 只 有 两 个 分 量 Ywo 和 7eet 不 为 雾 。 为 了 使 全 为 实数 , 这 些 量 必 须 
为 复数 共 上 地 。 引进 符号 2Yn ,nn = 0+ ib, 274)6 一 0 一 了 后 ， 我 们 得 到 
DE =aL2Eyooy— Esloos— oyy)]+ 
| +b[2Esory t+ Ey(ozss— oyy)j. (3) 
适当 选择 x, y 轴 的 方向 , 可 以 使 4 或 b 变 为 雳 。 
2.， 所 求 与 上 题 相 同 , 但 唱 类 容许 有 热电 性 质 。 
- 解 . 设 z 二 与 二 次 .三 次 .四 次 或 六 欢 的 对 称 轴 相 合 , 而 在 晶 类 Ce 内 , 则 
迁 直 于 对 称 平面 。 在 上 咒 类 0,, 中， zz 平面 和 一 个 对 称 平面 相合 。 适 当选 择 
唱 类 Ci 肉 的 翰 方 向 , 还 可 使 三 个 分 量 为 雾 , 而 在 晶 类 Co、C。 中 ， 由 适当 选择 
X,Y 埋 , 可 使 一 个 分 量 为 零 。 
下 面 对 每 种 晶 类 , 列 则 7,zy 中 不 为 规 的 各 分 量 。 
Ci 类 : 全 部 的 Yi,x1o 
0s 类 : 包含 下 角 标 z 为 零 或 为 两 次 的 全 部 分 量 。 
C2o 类 : 7Yzzoy Yoyyy Yzyzzy Yaiazy YyyVze 
02z 类 : 和 C2o 中 相同 ， 还 有 Yo)yzy Yy,zz Yzyoyo 
O04v 类 : Yazyzz 一 Ya yy 了 YzyzZ277Y2QU 一 了 1)Vzo 
04 类 : 和 Cu 中 相同 , 还 有 Yeys= 一 Yy,zzo 
Css 类 : 7yzszy Ya ze 一 7Yy)yz Yoyzs = 一 Yao 一 —Yy, ey Yzypz VYzyyo 
Ca 类 ; 和 C3 中 相同 , 还 有 Yoyz= 一 Yyyzzy Yy)co 一 ns 
Cev 类 : .7Yzzzy Tey wz = Yy ,yz Yazyzzp 一 了 zygzo 
06 类 : 和 Cev 中 的 相同 , 还 有 Yayyz 一 一 73jyapo 
3. 斌 求 下 列 情 况 下 非 热 屯 性 质 的 压 电 品 体 平行 平面 沽 板 的 杨 氏 楼 量 
( 拉 应 力 和 相对 促 长 之 间 的 比例 系数 ): (了 薄板 受到 短路 串 容 器 两 板 的 拉 
伟 ， (2) 茵 板 受 到 未 带电 的 电容 器 两 板 的 拉 伸 ， 《3) 没 有 外 电场 时 ， 薄 板 受 
到 与 其 平面 平行 的 拉 仲 。 ; 
”人 解 . (1) 在 这 种 情况 下 ,薄板 内 的 电场 强度 EE=0。 张 量 oiz 的 唯一 不 为 


\ 
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的 分 是 拉 应 ， 万 czsz 坝 生 站 于 薄板 平面 四 )。 MT. 8)Fta 我 们 布 Wzz = 
二 2Wzzzzaz27 由 此 得 到 杨 拱 模 量 五 为 
EE = Hzz22e 

(2) 在 这 种 情况 下 , 在 薄板 内 Bs = Ey==0,.Ds=0, 从 (17.6) 和 (17. 8)， 我 
们 有 ，， Re 
Ds= ErzEz Tt 4dryz, zr0zz = 0, 
2zz uzzerorrs YTz, zz Bz- 
从 这 两 个 等 式 中 消去 召 ; 后 , 我 们 得 到 

drY’ TY 228 
BY M222 证 

(3) 在 这 种 情况 下 , 也 是 Es = Ey=0, Dz=0， 设 拉 仲 发 生 在 2 朝方 向 。 我 
从 有 | 
: | Ds= EzzBzt 4rYz, verre = 0, 
Woy = proro rer Tt Ye re Bz. 
， 浓 去 ,, 我 们 得 到 
dry?, yy 

Ezz 


4." 就 求 压 电 媒 质 内 声速 的 表达 式 。 
解 . 在 本 问题 内 远 为 方便 的 是 不 用 cin, 而 采用 sx 作为 自 变 量 。 把 久 写 


为 
FF=F + 二, Wirdu 一 土 ， EiE ~ Lg.D, + BiorBiw 
0 2 kiIm il Im Br i Lk 4 人 下 ki 
由 下 得 
aF 
5 AiximWim 十 BatspBi- 
弹性 理论 的 运动 方程 为 


本 Di 天 GU im aEi 
E23 入 ; E ~ 一 一 一 一 a 
Wi dry Klm gpy Bhpik xx ” 


式 中 是 位 移 矢 量 , 它 和 wip 的 关 条 为 


1f au: gu) 
2 aze ari 





Wik = 





卫 没有 假定 它 和 任何 选 定 的 鼎 轴 方 向 相合 。 


和 
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”由 方 稳 divD=Q 得 由 #iw : . a 
erst = 3 =0, | 
我 们 用 场 势 来 玫 示 电场 强 庆 ; 
E! 2? 


出 此 方程 rot E=0 被 满足 。 


在 予 面 声波 的 情况 F，u 和 ?” 都 与 ore-on 成 正比 ， 于 是 从 上 面 写 册 的 


方程 ,得 到 | 
wi 3 Nk imi ih is 一 BE 
Esgkikr? + 4rBs, ri = 0. 
由 此 清 去 ”后 , 得 到 wi 方程 的 相 容 条 件 为 


ww B14k —Xirpmblm dn CBDmtijm7)CBp)gukpja) | - ) 


在 波 疼 量 & 的 任 一 给 定 方向 上 ， 这 方程 一 般 跷 来 证 出 声 普 的 三 个 不 同 的 相 
速 庶 未 。 压 电 媒质 的 特征 是 速度 依 蝇 于 让 方向 的 复杂 关系 。 


relrks 


§ 18。 热 力学 不 等 式 
按照 8 10 的 公式 , 总 自由 能 可 以 表示 成 积分 的 形式 : 
=|, p, D)ap， (18. 1) 


起 中 积分 对 全 部 空间 进行 。 我 们 假定 被 积 式 内 的 画 数 D(z, wz) 
只 满足 电介质 内 的 方程 : 


div D=0, 可 (18. 2) 
和 在 带 有 给 定 电荷 的 导体 表面 上 满足 条 件 : 
|put=4re (18.3) 


由 这 些 等 式 可 以 建立 场 和 场 源 之 问 的 关系 式 。 此外， 假定 丽 数 
D(x, y, z) 是 任意 的 ， 特别 是 ， 不 必 有 预先 要 求 它 满足 第 二 个 场 方程 
rot 卫 一 0 人 式 中 下 一 tr 和 在 导体 表面 上 满足 ?= 常数 的 边界 条 


障 . 
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件 。 我 们 现在 证 明 , 从 积分 (18. 1) 相 对 于 画 数 D(z, 乡 2) 的 变化 为 
极 小 值 的 条 件 , 也 可 以 得 到 这 些 不 充分 的 方程 ， 而 画 数 D(z, y, z) 
的 变化 满足 方程 (18. 2) 和 (18. 8)。 应 蔽 着 重 指出 ， 这 种 推导 的 可 
”能 性 先 腔 地 是 不 明显 的 ， 因 为 求 积分 (18. 1) 的 极 小 值 时 所 要 计 及 
的 场 分 布 , 并 不 相应 于 物理 上 可 能 的 状态 (因为 它们 并 不 满足 会 部 
场 方程 ); 但 是 , 在 自由 能 为 极 小 值 的 热力 学 条 件 下 , 只 有 各 种 物理 
上 可 能 的 状态 示 可 以 相互 比较 。 

,在 (18, 3) 式 和 (18. 3) 臣 的 附加 条 件 下 , 求 积分 (18, 1) 的 极 小 
信 的 问题 , 可 利用 拉 格 朗 日 因子 方法 得 到 解决 。 仿 照 这 种 方法 ,我 
ee 





J 然后 后 今 变 分 之 和 等 于 震 


| am- 元 基 侈 vapaz+ 各 ga pa =0. 
第 一 项 我 们 写 为 加 
ear ( 范 ),， 3D= -ED, 
第 二 项 进行 分 部 变换 : z 
| ydivaDay = 中 p8Ddf 一 | 5DgradydF、 
粘 果 得 到 


|+ grad ee 中 人 mo- Ds 0. 


@ 在 答 定 的 温度 下 , 自 由 能 为 航 涉 值 。 变 分 应 茂 对 二 个 自净 量 一 一 DD 和 A 

、 进 行 , 但 在 这 里 我 们 感 兴趣 的 只 是 对 D 的 变 分 车 果 。 对 密度 求 积分 (18.1) 的 变 分 (在 

物体 总 质量 不 变 的 陶 其 条 人 御 下 , 部 积分 J pdV 不 变 的 条 作 下 ) 锥 出 通常 的 热 平 圭 条 件 
之 一 一 一 化 学 势 $ 不 变 。 
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由 此 辑 出 唇 稿 : 在 全 部 肚 积 内 , 必须 下 = 一 grad p( 因 此 rot 至 一 0)， 
而 在 导体 面 上 ,9 一 go 一 常数 这 也 就 是 表示 电场 强度 的 正确 方程 
而 拉 格 朗 日 因子 9 就 是 它 的 场 势 。 . 

由 类 似 方 式 , 可 以 证 明 , 从 积分 


六 滞 | F(T, p, EaV 


为 极 小 值 的 条 件 , 我 们 可 得 到 电感 应 强度 方程 ， 共 中 求 E(x,y, 2) 
的 变 分 时 的 附 加 条件 是 EE= rad 9 而 在 导体 表面 上 yp 一 常数 。 
实际 上 , 我 们 有 


证 


和 sgDdt 一 二 |ipdivDar =0. 


因为 在 导体 表面 上 89=0， 故 第 一 积分 等 于 零 ; 由 于 在 导体 的 体积 
内 , 9 是 任意 的 ; 因而 从 第 二 积分 ， 就 得 到 所 求 的 方程 : div D=0,。 

如 果 导 体 不 在 外 电场 内 (特别 是 不 存在 带电 的 导体 )， 那 末 可 
以 把 热力 学 平衡 条 件 表 述 为 总 自由 能 (18. TD 到 稻 对 《 即 无 任何 条 
” 件 的 ) 极 小 值 的 条 件 。 这 条 件 归 灶 为 自 由 能 密度 也 作 为 自 变 数 D 
的 醒 数 取 极 小 值 的 条 件 : 


9F_E _0 
2D 4x 


也 即 是 在 从 部 空间 内 ， 电 场 强度 必须 等 于 需 。 如 果 这 时 能 够 求 出 
感应 强度 的 分 布 满足 条 件 div D 一 0， 则 所 得 到 的 状态 就 相应 于 热 
力学 平衡 态 @。 

今 自由 能 的 一 阶 变 分 等 于 雳 ， 我 们 只 能 得 到 自由 能 取 极 小 值 
的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 的 条 件 。 机 得 到 充分 条 件 , 必须 研究 一 阶 ， 


中 这 里 所 指 的 导体 是 当下 = 0 时 其 中 可 能 有 DD 关心 参 王 下 一 节 )。 在 相反 的 情 
况 下 , 在 全 部 空间 内 , 我们 得 到 平庸 和 结果: E=0,D=0。 


变 分 。 这 些 条 件 具有 某 种 不 等 式 的 形式 《 称 为 热力 学 不 等 式 ), 大 
家 知道 , 这 也 即 是 使 物体 保持 稳定 状态 的 条 件 @。 

当 了 PP 和 瑟 的 关系 为 线性 时 , 全 部 关系 式 可 以 大 为 简化 ， 而 我 
们 万 兴趣 的 热力 学 不 鱼 式 ( 它 与 物体 的 介 电 性 质 有 关 ) 变 成 明显 形 
式 。 于 是 总 自由 能 为 

Fo+ | 起 = : 

显然 ,只 有 s 二 0, 它 才 有 极 小 值 ; 否则 ， 使 感应 强度 D 取 任意 大 的 
值 , 可 以 使 积分 无 限制 地 减 小 。 由 此 可 见 , 在 这 种 情况 下 ， 我 们 实 
质 上 没有 得 到 任何 新 的 东西 , 因为 我 们 已 经 知道 , 介 电 常数 实际 上 
不 但 必须 是 正 值 , 而 且 还 应 该 大 于 1 (参天 $ 14)。 

在 D 和 EE 的 关系 为 任意 的 这 类 普 双 情 况 下 ， 必 须 考 虑 积分 
《18. 1) 的 二 阶 变 分 ， 而 且 必 须 同 时 把 D 和 P 变 分 (只 保持 温度 不 
变 )。 在 各 向 同性 物体 内 , (7T, p, D) 只 与 矢量 D 的 稻 对 值 有 关 ， 
因而 它 的 三 个 分 量 可 以 独立 变 分 。 选 择 未 变 分 的 矢量 D 的 方向 为 
z 轴 。 于 是 矢量 DD 的 艳 对 值 的 变化 可 用 它 的 分 量 的 变化 表示 为 ( 精 
确 到 二 次 项 ) ee 

8D= 3D, 十 去 GDe)? + 动 ) (8D)” 


积分 (18. 1) 的 一 阶 和 二 阶 变 分 都 包含 在 下 面 的 式 子 内 : 


2F aF 1 3? re， OF a 


把 疙 代 和 大 , 归并 二 次 项 后 , 得 到 二 阶 变 分 为 
0 (8D2 + 3D2)aV 十 


2P 3 


@ 参阅 “入 计 物理 学 ”第 3 版 ，§ 21。 
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这 里 写 出 的 二 项 是 各 自 独立 的 。 如 果 二 驹 >0, 则 第 一 项 为 
9F .EE 


正 值 。 但 二 二 太 - 于 是 视 矢量 DD 与 矢量 五 为 同 向 或 反 向 ， 导数 
35 取 正 值 或 到 负 值 。 由 此 可 知 , 矢量 D 和 下 必 须 是 同 向 的 。 
《18. 4) 式 第 二 项 为 正 值 的 条 件 为 
和 > 本 18.5) 
a8 98 / 92F 
ap? aD? -> 


从 2 2 2F Bb 
饶 然 2 一 4 27 新 一 大 ' 因 而 由 其 中 第 一 式 得 出 


. 《18. 4) 


C18. 6) 


18. 7 
( 耻 3p ， ) 


而 第 二 式 可 写成 雅 可 礼 形式 : 


3 aF 
(加 3pj_ 1 3(8,2) 
3D,p) 47 30D, p) 


人 Pp 变换 到 变数 D， ,我们 有 


强 %- 强 和 强 - $B).(aF ») 


由 于 (18. 7) 式 , 这 个 不 等 式 等 效 于 条 件 : 


oF 
(5D)s> 88 


这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 了 所 求 的 热力 学 不 等 式 。 在 电场 不 存在 时 ， 
不 等 式 (18. 7) 变 成 为 等 温 压 辖 取 正 值 的 普通 条 件 ( 3 ,之 09。 由 


一 (0. 











@ 我 们 名 佳 , 当 电 思 不 存在 时 ,了 是 物质 间 位 质量 的 热力 学 东 , 而 护照 名 的 热 
力学 关系 ， 它 的 微分 四 = 二 dp 一 力 07， 于 是 ( 范 ) = 二 (全 ) 。 在 上 面 氢 过 的 由 
导 中 , 并 未 考虑 到 泛 当 的 热力 学 不 等 式 中 的 第 二 个 式 子 ， 印 热 竹 量 为 正 的 条 件 。 
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不 等 式 (18. 8) 得 出 一 0, 因为 一 0 时 , 威 应 强度 Ds8。 
在 不 等 式 4(18. 5) 和 (18. 6) 中 , 第 二 式 是 更 强 的 条 件 : 因为 它 比 
第 一 个 不 等 式 更 早 地 被 破坏 , 而 相反 的 情况 则 不 可 能 。 等 式 
PPIP (IP VY ID,L) 0 
93p“” 92 \9p9D 3(CD, p) 


相应 于 所 天 临界 态 9。 乘 上 异 于 震 的 因子 各 名 9 后 ,这 一 条 件 可 


Pp) 
以 更 方便 地 写成 另 一 种 形式 : 


BE) at 
9(Z， Pp) 3p ET > CI) 


要 求 出 物质 的 临界 态 保持 德 定 的 附加 条 件 ， 必须 研究 三 阶 和 四 阶 
变 分 ， 这 里 我 们 不 准备 群 细 讨 芥 。 只 是 指出 ， 由 它 它 得 到 下 列 的 
结果 : ” 














3) 二 (18. 10) 
E:T 
(3) ， >>0, / (18. 1 
9p” 
这 和 电场 不 存在 的 式 子 相似 。 
例题 
就 求 电场 内 介 电 物质 的 鉴 界 点 的 移动 


解 ， 把 (10.18) 的 ? 的 表达 式 代入 (18. 9) 式 , 我 们 得 到 
(将 _E’ Fs) 二 
9p /7 8mrN\ap2 7/ 
当 ~0 时 的 化 学 势 为 (全 *) -= 亡 ( 名 ) (参阅 118 页 上 的 底 注 ), 式 中 的 p= 
SE 


(2 z= 5 2 人 


Q@ 参天 入 计 物理 学 ”第 三 版 ，$ 80。 


一 ~ 一 一 一 
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当 电场 不 存在 时 ,临界 点 出 等 式 (如 ) 一 0 求 出 而且 对 于 它 的 稳定 条 件 , 这 
9) = 0。 因 此 , 我 们 有 
p 








92p 心 92 力 
(5): 3 +7 EPEY unt 


式 中 AT, Ap ei 这 些 移 
动 是 同一 般 小 量 ), 最 后 , 对 于 温度 的 移动 , 我 们 得 到 
SrN3p2 
人 
3p37 


o-( 加 多 ) ar 


由 7 决定 。 为 了 求 岂 Ap, 必须 同样 地 利用 等 式 (18. 10)。 


S$19。 铁 电 体 “ 


同一 物质 的 不 同 晶体 异 构 体 , 有 热电 的 , 也 有 非 热 电 的 。 如 果 
这 两 种 异 构 体 的 转变 是 由 于 第 二 种 相 变 , 则 在 转变 点 附近 , 物质 表 
” 现 出 一 系列 奇异 的 特性 ， 使 它 双 不 同 于 通常 的 热电 体 。 这 些 性 质 称 
为 铁 电 性 质 。 

， 在 通常 的 热电 晶体 内 , 自发 极 化 方向 的 改变 , 要 求 晶体 点 阵 也 
作 重 大 的 改变 。 即 使 这 种 改变 的 最 后 糙 果 在 能 量 上 是 有 利 的 ， 但 “ 
也 不 可 能 实现 它 , 因为 这 要 求 克服 很 高 的 “能 量 势 荣 ”。 

“在 铁 电 体 内 ， 情 况 过 然 不 同 ， 这 是 因为 在 第 二 种 相 变 点 附近 
( 居 里 点 处 ), 在 热电 相 晶 体 点 障 内 的 原子 排列 , 和 在 非 热 电 相 晶 体 
点 阵 内 的 原子 排列 差别 很 小 (由 于 这 一 点 ， 自 发 极 化 也 很 小 )。 和 由 ， 
”于 这 一 原因 , 自发 极 化 方向 的 改变 , 只 要 求 晶体 点 阵 作 很 小 的 改变 
(原子 发 生 很 小 的 位 移 ), 因而 比 远 容 易 发 生 。 

物体 的 铁 电 性 质 的 具体 特征 ， 主 要 依 束 于 它 的 晶体 对 称 性 。 
热电 相 的 自发 极 化 方向 (我 们 称 它 为 铁 电 轴 )， 决 定 于 居 里 点 另 一 


临界 压强 的 移动 , 按照 
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边 的 非 热 电 相 的 硅 构 。 在 某 些 情况 下 , 这 种 决定 是 唯一 的 , 即 铁 电 
轴 只 能 在 完全 一 定 的 晶 向 上 ; 在 这 种 情况 下 ， 自 发 极 化 方向 的 确 
定 , 可 精确 到 仅 差 一 个 正 负 号 ， 因 为 在 非 热 电 相 内 , 平行 于 铁 电 轴 
的 两 个 相反 方向 , 这 时 必须 是 完全 等 效 的 (否则 ， 这 种 晶体 异 构 体 
具有 热电 性 质 )。 在 另 一 些 情 况 下 , 非 热 电 相 的 对 称 性 表现 为 在 几 
个 等 价 的 晶 向 上 容许 发 生 自 发 航 化 P。 

根据 第 二 种 相 变 的 普 台 理论, 发 展 了 铁 电 体 的 定量 理 葵 , 这 
由 B. 工 金 兹 堡 提出 的 (1945)@。 

作为 进一步 讨论 的 基础 ， 我 们 提出 下 列 一 个 与 状态 的 热力 学 
稳定 性 有 关 的 思考 。 从 这 一 观点 看 来 , 相 变 的 特征 是 , 在 相 变 点 的 
一 边 , D=0 的 状态 是 稳定 的 ,而 在 另 一 边 ,在 任何 情况 下 ,这 种 状态 
都 不 会 是 稳定 的 ， 粘 果 产 生 不 为 雳 的 感应 强度 〈 即 使 电场 瑟 等 于 
需 )。 为 了 明确 起 见 ， 我 们 下 面 将 假定 非 热 电 相 (DD 天 0) 相应 于 温 
度 人 一 @(@ 为 相 变 点 ), 但 是 应 着 重 指出 ， 这 种 相 分 布 虽然 是 比较 
常 发 生 的 , 但 却 不 是 必然 发 生 的 , 自然 界 也 存在 相反 的 情况 。 

首先 , 我 们 威 兴趣 的 是 物质 的 介 电 性 质 , 开始 我 们 假定 ， 物 体 
”内 不 存在 内 应 力 。 为 了 求 出 稳定 条 件 , ' 可 以 从 物体 的 总 热力 学 势 
为 极 小 值 〔 保 持 肖 度 不 变 和 电压 等 于 需 ) 的 条 件 出 发 。 如 我 们 在 
8 18 中 所 看 到 的 ， 这 条 件 归 精 为 单位 体积 内 的 热力 学 势 中 的 二 阶 
变 分 为 正 值 的 条 件 。 对 于 感应 强 庆 接 近 雾 的 状态 ,中 的 二 阶 变 分 
”简单 地 为 下 列 的 表达 式 : 





@ 第 一 种 类 型 的 例子 是 酒石酸 钱 钠 , 它 的 非 热 电 相 具 有 萎 形 对 称 性 , 其 中 ( 居 里 
点 上 ) 铁 电 翰 发 生 在 完全 一 定 的 此 机 方向 (一 次 翰 之 一 而 且 晶 体 点 阵 为 单 笠 形 的 。 

第 二 种 例 于 是 钴 酸 钢 。 写 的 非 热 电 蜡 构 体 具有 立方 点 降 , 而 三 个 立方 轴 的 任何 一 
个 都 可 以 成 为 铁 电 翰 。 但 在 居 里 点 上 发 生 自 发 极 化 以 后 , 巡 三 个 方向 当然 就 不 再 等 数 
了 :只 有 铁 电 翰 仍然 是 四 次 翰 , 而 点 阵 变 成 正方 形 的 。 

@ 参 氏 ‘ 纱 计 物 理学 ”第 三 版 第 十 吧 章 。 但 是 下 面 的 贿 述 与 通常 的 形式 不 同 。 
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PD— Po— seiHDe Dy. 
如 果 选 择 坐 标 轴 为 张 量 sis 的 主轴 , 那 末 


中 一 mo 一 辟 - (a5 D3 ta Dt) ”9.1 


8&2) 


只 要 三 个 系数 去 都 是 正 的 ， 则 D=0 的 状态 总 是 满足 稳定 条 件 


( 即 相 应 于 中 为 极 小 值 )。 因 此 ， 只 要 这 些 系 数 有 一 个 变 号 ， 就 可 
能 产生 热电 相 。 第 二 种 相 变 点 相应 地 由 这 系数 变 为 需 的 条 件 
求 出 。 


这 时 ， -5 变 为 堆 的 轴 成 为 铁 电 轴 。 根据 非 热 电 相 的 对 称 性 ， 


在 这 里 可 能 有 各 种 不 同 的 情况 。 如 果 这 种 对 称 性 为 em? 坟 st 二 
去 s2; 则 (19. 1) 式 的 系数 只 有 一 个 变 为 雳 ， 于 是 铁 电 轴 的 位 置 是 
唯一 的 。 如 果 s= s) 一 s2( 于 此 要 求 立 方 对 称 ),， 则 三 个 系数 同 
_ 时 为 需 , 于 是 铁 电 轴 可 发 生 于 任 一 方向 上 ( 见 后 面 )。 最 后 , 如 果 对 
称 性 为 s" a4 夫 8%, 则 (19. 1) 式 内 的 系数 或 者 一 个 为 雾 ， 或 者 
二 个 都 为 雳 。 

我 们 首先 来 研究 取 铁 电 埔 为 = 轴 的 划一 位 置 的 情况 。 这 时 在 
z 和 y 轴 方向 , 晶体 的 介 电 性 质 不 表现 出 任何 异常 现象 , 而 要 研究 
z 轴 方 向 的 介 电 性 质 , 只 要 考虑 热力 学 势 中 含 Ds 的 项 就 够 了 。 

(19. 1) 式 实质 上 是 中 展开 为 刀 的 赛 级 数 的 头 儿 项 。 因 为 在 
” 相 变 点 附近 , - 汤 很 小 , 因而 除了 二 次 项 外 , 在 这 一 区 域内 ， 还 必须 
考虑 对 刀 , 的 展开 式 内 以 下 的 一 项 。 展 开 式 内 的 奇 欢 堵 项 不 可 能 存 
在 ,因为 以 一 De 代 换 DP, 时, 这 些 项 变 号 (同时 中 值 改变 ), 而 且 沿 


2 珊 的 两 个 方向 在 这 种 情况 下 是 等 效 的 。 因 此 , 二 次 项 以 后 的 一 项 
是 含有 Ds 的 项 : 
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B 
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为 了 使 Ds=0 的 状态 在 T= 的 点 处 是 稳定 的 , 十 分 显然 , 必须 使 
系数 好 在 这 一 点 及 其 周围 取 正 值 。 在 相 变 点 附近 , -三 可 以 展开 为 
7 一 昌 之 差 的 里 航 数 ; 展开 式 的 第 一 项 为 a(7 一 @)， 基 中 系数 0 为 
正 值 (例如 , Z> 昌 时 , 必须 - 巧 >0)。 于 是 ， 





P= 中 o 十 去- 一 














ey (19. 2) 


而 热力 学 势 为 


中 一 do 十 He 本 -总 7 (19. 3) 


由 上 面 写 出 的 爹 部 公式 ， 已 是 以 天 明 转 变 点 附近 我 们 所 威 兴 
趣 的 铁 电 体 的 至 部 性 质 。 首 先 , 按照 公式 刀 一 4m99 ,得 到 
Bs=a(7T— @)D,+ BDS. (19. 4) 

这 是 确定 铁 电 体 的 内 应 力 和 咸 应 强度 的 关系 的 基本 公式 。 
当 了 >>@( 在 非 热 电 相 内 ) 时 ，D, 入 , 一 起 变 为 才 。 当 妃 。 增 
大 时 保持 T 了 一 ® 的 值 不 变 )， 威 应 强 府 在 开始 时 按 钱 性 定律 


[2.= 5 | 给 各， 在 Bs 达到 相当 大 和 值 后 ， 则 按 定律 Ds= 





= (做 ) 而 境 加 。 罚 性 定律 内 的 比例 系数 sw" 是 非 热 电 相 的 介 电 党 
数 。 在 了 一 @ 时 , 它 与 差 值 2 一 成 反比 而 无 限 地 增加 ; 但 是 与 此 
同时 . 服从 线性 定律 的 区 域 逐 渐 纺 小 。 

在 人 一 @ (热电 相 ) 时 ，D。= 0 一般 地 不 相应 于 稳定 状态 。 当 
恕 二 0 时 ; 威 应 强度 具有 不 为 雳 的 值 , 按照 (19. 4) 式 , 它 等 于 
DD oo- 十 Vs 全 9 
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“由 此 可 晃 , 铁 电 体 的 自发 极 化 Pa 一 2 在 趋 近 于 居 里 点 时 与 
本 一 7 成 正比 地 减少 。 | 
热电 相 的 “ 介 电 常数 ”可 以 定义 为 一 0 时 导数 8- 所 取 的 
值 。 从 (19. 4) 式 , 我 们 有 





把 (19. 5) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 


be A 
0 Ez=0 Sa(® TT) 


在 EB; 充分 小 时 , D。 和 Es 的 关系 为 


DD, 一 .Doo 一 (19. 6) 


由 上 比较 (19. 2) 和 (19. 6) 得 出 , 在 离开 居 里 点 的 相同 距离 上 , 热电 相 、 
的 “ 介 电 常数 ” 比 非 热 电 相 的 介 电 常数 小 二 倍 。 
将 (19. 3) 式 的 中 对 温度 求 微分 , 得 到 灶 为 


s=--( 有 过 切 ) = So 一 


《这 里 酷 去 了 四 次 项 ， Sh py 在 非 热 电 相 内 , Bs 二 0 
时 D。 也 等 于 起， 于 是 S= So。 对 于 热电 相 ， 代 和 人 (19. 5) 式 的 Do 
得 到 


心 一 心 o 一 BO T). 
Ee 
_mos 
Cz 一 257 一 oo 十 区 人 (19. 7) 


， 式 中 Cpo 为 同一 点 处 非 热 电 相 的 热 容 量 。 由 此 可知 ， 如 果 刀 ,=:0 
时 铁 电 体 从 一 种 相 转 变 为 另 一 种 相 , 则 和 通常 的 第 二 种 相 变 一 样 ， 
但 随 有 热 容量 的 突变 。 于 是 Co>Cz， 也 即 是 转变 为 热电 体 时 热 
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容量 增 大 。 z | 

现在 回 到 研究 热电 相 内 ( 即 
TB 时 ) 的 (19. 4) 式 ,图 二 所 示 
是 由 这 方程 所 得 出 的 画 数 Ds(8。》- 
的 示例 图 。 首 先 我 们 看 到 ， 曲 线 
CCC" 段 (图 13 上 的 看 和 线 ) 一 般 并 
不 相应 于 自然 界 可 能 存在 的 稳定 
态 。 在 这 一 段 上 ， 

3 万 。 22 中 


3D;” 全 3D3 < ”1 


而 且 由 热力 学 势 的 二 阶 变 分 应 取 正 值 的 条 件 ， 要 求 这 个 导数 的 正 
负 号 必须 相反 。C 点 和 C" 点 的 纵 坐标 由 等 式 3 = 0 求 出 ， 于 是 
我 们 得 到 精 哈 , 在 热电 相 内 , |Ds| 的 可 能 值 的 下 限 为 条 件 : 


1 CQ 一 7) - : 
D> | (19. 8) 











如 果 研 究 Bs 为 给 定 什 时 的 铁 电 体 状 态 ， 则 在 0 点 和 0' 点 的 
横 坐 标 癌 的 区 域内 ，D。 的 可 能 值 仍 具有 双 值 ， 于 是 就 产生 了 这 两 
个 可 能 值 有 什么 物理 意义 的 问题 。 在 这 里 我 们 假 屋 铁 电 体 为 均匀 
的 平行 平面 板 ( 铁 电 轴 垂直 于 板 面 ), 放 在 电容 器 的 两 板 之 问 , 电容 
. 器 两 板 上 的 电势 保持 不 变 ， 也 即 是 产生 给 定 场 强 为 至 = 瑟 的 均匀 
电场 。 Ss 


当 导 体 的 电势 不 变 时 ,保持 稳定 的 条 件 要 求 热力 学 势 重 一 中 一 
- 汪 -ED 为 极 小 值 。 特 别 是 一 0 时 存在 两 种 状态 ， 它 们 只 相差 


DD, 的 正 负 号 (图 13 曲 如 上 的 4 点 和 各 点 ), 但 相应 于 同一 个 名 什 
(一 中 )。 因 此 ,这 两 个 状态 的 稳定 程度 相同 ， 也 即 是 它们 代表 两 种 
”同时 存在 的 “ 相 ”, 并 且 互相 接触。 
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由 此 可 见 ， 与 曲 入 上 的 4C 和 4C' 眉 相 应 的 状态 不 是 稻 对 的 
稳定 态 , 而 只 是 亚 稳 态 。 但 是 不 难 直 接 证 明 , 4C 和 40' 段 上 的 钙 
值 , 在 相同 的 值 下 ,实际 上 要 大 于 4B' 和 4B 分 支 上 相应 的 再 
值 。4 点 和 4 点 的 纵 坐 标 由 (19. 5) 式 得 出 。 由 此 可 见 ， i 亚 稳 区 域 
在 下 列 风 陋 内 : z 


Se 7T) 


a(O— 人 TT) 5 
和 Ds 


ag. 9) 


E=0 的 两 “ 相 ” 的 存在 是 很 重要 的 ， A 
为 许多 单个 的 区 域 (或 “ 磁 暑 ”)， 它 们 的 差别 只 是 极 化 方向 不 同 。 
在 这 些 区 域 的 分 界面 上 ，D 的 法 向 分 量 和 下 的 切 向 分 量 应 满足 连 
秆 条 件 。 共 中 第 二 个 条 件 恒 被 满足 《因为 一 般 地 忆 一 0)。 从 第 一 
个 条 件 得 出 , 磁 团 壁 必 须 平行 于 > 轴 。 

磁 团 的 具体 形状 和 大 小 ， 由 物体 的 总 热力 学 势 为 极 小 值 的 条 
件 得 出 9。 , 
如 果 我 们 不 计 葛 这 种 糙 构 的 组 节 ， 而 只 研究 物体 内 大 于 磁 喷 
线 度 的 小 段 ， 则 可 以 引入 对 这 些 段 的 体积 求 平 均 而 得 到 的 平均 威 
应 强度 万 。 显 然 ， 其 分 量 5, 可 以 取 图 13 中 4 点 和 赤 点 的 纵 坐 
标 间 的 一 切 值 , 也 即 是 下 列 区 域内 的 一 切 值 : 

-V S22 EN SS 二 工 2. (19. 10) 


换 名 话说， 如 果 在 图 13 上 把 D, 理解 为 按 上 述 意 义 平 均 得 到 的 在 
均 感 应 强度 , 则 磁 团 桔 构 区 域 相 应 于 怪 直 线段 44', 而 粗 厂 表示 的 
曲线 B44'B', 则 相应 于 物体 所 得 到 的 全 部 稳定 态 。 

铁 电 体 必 须 具 有 磁 畴 车 构 ， 特 别 是 当 它 不 在 外 电场 内 时 ， 实 
际 上 , 在 $ 18 内 我 们 已 见 到 , 在 没有 外 加 电场 时 , 热力 学 平衡 条 件 
归 博 为 为 DD 的 西数 取 艳 对 极 小 值 的 条 件 ; 这 时 处 处 应 苇 是 正 = 


DD 对 于 铁 电 体 , 这 个 问题 在 现在 几乎 还 未 进行 研究 。 
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二 09。 2 
现在 研究 立方 条 的 铁 电 体 〈 在 非 热 电 相 内 )。 立 方 对 称 要 求 
sm 二 8 一 a 二 se， 并 容许 有 两 个 独立 的 四 次 不 变 式 , 它们 由 矢量 
D 的 分 量 租 成 , 例如 两 个 不 变 式 可 以 选择 为 
(Ds +Di+Ds) 和 (DD + DD? 十 D2D2). 
因此 , 热力 学 势 的 展开 式 为 


B= bot TO ps tp D2) + BDs -DIS 二 万 包 
| Sr 16zr 
+ (DDS+D3D3-+ D2D8), (19. 11) 


根据 和 上 面相 同 的 原因 ,我们 假定 了 二 =a(T 一 @); a, B,C 是 


常数 。 . 
然而 , 应 该 注意 到 ， 立 方 对 称 也 容许 有 三 次 的 不 变 式 DsD,D。 
(对 不 包含 对 称 中 心 的 立方 晶 类 人 和 Ts 而 车 )。 在 这 种 情况 下 ， 
D=0 的 状态 显然 不 满足 稳定 条 件 ( 不 相应 于 中 的 极 小 值 ), 于 是 居 
里 点 一 般 不 存在 。 因 此 , 铁 电 体 的 转变 只 在 立方 系 的 晶 类 0, Ts 和 
Os 内 存在 , 这 也 就 是 在 (19. 11) 的 展开 式 所 作 的 假定 。 
(19. 11) 式 内 四 次 项 之 和 必须 是 实在 正 值 。 为 此 , 必须 
| B>0, 0>—B. (19. 12) 
”如 上 面 已 指出 的 ， 没 有 外 加 电场 时 ， 铁 电 体 的 自发 极 化 取决 
于 中 为 DD 的 画 数 取 移 对 极 小 值 的 条 件 。 特 别 是 ， 因 为 (19. 11) 式 
”内 的 二 次 项 和 D 的 方向 无 关 , 因而 自发 极 化 方向 决定 于 DD 的 经 对 
值 不 变 时 四 次 项 取 极 小 值 的 条 件 。 这 时 可 能 有 两 种 情况 。 如 果 
CB, 上 则 中 的 极 小 值 相 应 于 DD 的 方向 在 x,y,z 轴 的 任 一 个 轴 上 ， 
@ 应 菠 重 指出 ,这 里 所 错 的 是 总 热力 学 焉 人 笑 , 它 们 存在 于 铁 电 体内 ,但 不 可 能 存 


在 于 通常 的 热电 体内 ， 这 是 由 于 上 面 提 到 的 极 化 重新 改变 取 疝 是 很 困难 的 (因而 形成 
磁 赔 也 很 困难 )。 
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也 即 是 在 立方 体 三 个 本 的 任何 一 楼 上 ( 晶 轴 方向 为 [001]，[010]， 
[1001)。 如 果 0 一 8B， 则 当 D 的 方向 党 立方 体 四 条 补 间 对 角 线 的 
任何 一 条 时 [ 串 轴 方向 为 [111], [1l1t] 等 等 ], 也 即 是 当 


D3? =D;—D3= 坟 D? 


时 , 中 达到 极 小 值 。 在 第 一 种 情况 下 , 铁 电 体 有 自发 极 化 的 热电 相 
是 立方 对 称 的 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 为 萎 面 对 称 。 

例如 , 我 们 更 说 组 地 来 研究 第 一 种 情况 (C>B)， 莽 且 取 居 里 
点 以 下 的 自发 极 化 方向 为 z 轴 。 自 发 极 化 数值 由 下 列 式 子 的 极 小 
值 求 出 

ee- 1 P， 
由 此 得 
D2= 本 T) 

当然 , 在 居 里 点 以 下 ，“ 介 电 常 数 ” 在 z 轴 和 在 my 轴 上 各 不 相同 。 . 
如 果 电 场 E 很 小 ,其 Ds, D, 和 Ds 一 Do 也 很 小 。 微 分 (19. 11) 式 ,这 
时 我 们 得 到 z 


(19, 13) 








BA = -a(O—T)D,+ BD:<2BD3(D,— Do), 
B=—4r 5D =[CDi 一 x(@ 一 人 )]D。 


由 此 得 
Pe 
: De Do so TE 


oe. 1. ; 
2 本 Ca 2 了 (19. 14) 


在 居 里 点 以 上 ， 立方 铁 电 体 的 他 电 常 数 在 各 方向 均 相 同 , 即 等 于 
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= 

最 后 , 扼要 地 讨论 一 下 铁 电 体 的 弹性 性 质 。 

根据 晶 类 的 不 同 ， 铁 电 体 的 非 热 电 相 可 以 具有 或 不 具有 压 电 
性 质 @。 在 这 种 情况 下 , 尾 别 有 趣 的 是 那 种 压 电 晶 体 ， 它 们 的 对 称 
性 容许 在 形变 和 沿 铁 电 轴 的 极 化 之 阅 有 压 电 关系 存在 。 属 于 这 一 
类 的 为 晶 类 Ds, Doa, Ss; 在 这 三 种 情况 下 , 铁 电 轴 上 的 感应 强度 D; 
包含 在 热力 学 势 的 压 电 部 分 内 , 其 形式 为 @ 

| — Nsoy Da oy 

具有 上 述 对 称 性 的 晶体 , 其 在 弹性 能 内 的 rwy 分 量 , 包含 在 下 

列 形式 的 项 内 : 和 


(19. 15) 


— Wyoyo ty | 
这 样 一 来 , 我 们 得 到 居 里 点 附近 的 热力 学 势 为 (为 简单 起 见 ， 和 采用 
符号 N,vy = NN, Woyny— HA) 


Dz — NDzo sy — prsy. (19.16) 





[ ot TT) pt 


包含 其 余 分 量 的 项 , 我 们 不 感 兴 因为 它们 不 会 导 至 居 里 点 附近 
的 压 电 性 质 有 任何 异常 现象 。 
将 中 对 D; 和 Opy 求 微分 ， 我 们 得 到 电场 ,和 形变 Woy 为 思 


bE, 一 4 一 a(TP 一 7o) 甩 十 有 D3 drNoo, (19.17) 
二 总 AD。 por (19. 18) 


Q@® ”具有 压 电 性 质 的 铁 电 体 的 菲 热 电 相 属于 109 页 上 所 列 十 种 器 类 中 的 入 类: 
_ Dz, Da Dza, Se D3, De, C8h, Dako 

@“ 六 为 我 候 在 这 里 利用 了 势利 ， 而 没有 如 $ 17 中 一样 采用 军 ， 因 而 压 电 强 县 
和 sy 17 也 不 和 前 面 避 入 的 张 最 Mt xz 相同 。 当 然 , 这 些 聚 是 的 对 称 性 是 一 样 的 。 

图 “关于 对 分 量 zix 的 微分 , 参天 110 页 上 的 底 注 。 
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当 电 场 卫 很 弱 时 , 在 非 热 电 区 域内 ， 可 以 略 去 (19 17) 式 内 会 
有 DD 的 项 : 
Es= aT —To0)Ds— 4m7No sy. 
把 (19. 18) 的 Ds 代入 上 式 , 我 们 得 到 


入 Py 
“ga tt ta ry 元 | 


这 个 式 子 内 cos 前 面 的 系数 ， 在 电场 强度 保持 不 变 时 , 起 着 形 
变 的 弹性 模 量 的 作用 , 而 (19. 18) 式 中 的 人 是 感应 强度 Ds 不 变 时 
的 形变 的 弹性 模 量 。 因 此 , 可 以 写 出 
加 p= pt (19. 19) 
式 中 的 上 角 标 表示 形变 特征 。 我 们 看 到 ， 这 两 个 系数 在 居 里 点 附 
近 的 行为 完全 不 同 : 在 趋 近 居 里 点 时 yA” 成 为 有 限 的 常数 值 ， 而 
模 量 J 下 则 无 限制 地 增 大 。 

在 热电 区 域内 , (19. 18) 式 指明 ， 自 发 极 化 引起 物体 发 生 一 定 
的 形变 。 当 内 应 力 不 存在 和 场 强 正 为 老 时 ， 形变 ws 和 Do 成 正 
比 ,也 即 是 按照 (19. 5) 式 , 与 V 日 一 人 成 正比 、 

”如 果 铁 电 体 的 非 热 电 相 的 对 称 性 (例如 立方 对 称 ) 不 容 诈 存 在 
线性 (对 D 来 说 ) 的 压 电 效应 , 则 在 热力 学 势 展开 为 oi 和 D 的 客 
级 数 办 , 不 为 雾 的 头 几 项 是 疡 :分量 的 二 次 项 , 也 即 是 其 形式 为 

ei — Yiptm DDko rm (19. 20) 

式 中 Yinim 是 四 秩 张 量 ， 它 对 两 对 下 和 角 标 i,， 上 和 1，m 都 是 对 
称 的 。 | | | 

对 热力 学 势 条 用 (19. 20) 式 的 合理 性 , 可 能 会 引起 怀疑 ， 因 为 . 

在 $17 中 全 多 指出 过 ,只 有 在 略 去 二 次 效应 的 条 件 下 ， 地 能 利用 

(19. 20) 式 。 但 是 ， 由 于 电场 强度 E 比 感应 强度 DO 小 得 多 (在 居 


四 .例如 ,从 (19.4)7 式 看 出 , 等 式 右边 的 第 一 项 包含 小 量 卫 一 四 , 而 第 二 项 包含 DD 
的 三 次 项 。 : | 
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里 点 附近 ), 因此 ， 铁 电 体 在 这 种 意义 上 是 一 个 例外 。 热 力学 势 的 
引进 ,是 由 于 忽略 了 与 BDuiw 同 数量 级 的 量 (或 者 与 BDoww 同 数量 
级 的 量 ); 而 (19. 20) 式 是 与 D?oriw 同 数量 级 的 量 。 
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§ 20. 电流 密 此 和 电导 牵 


上 面 已 经 讨论 过 了 静电 荷 所 产生 的 电场 ， 现 在 我 们 来 研究 导 
体内 电荷 的 稳定 运动 (恒定 电流 )。 
我 们 用 j 表示 电荷 通 量 的 平均 密度 ， 称 它 为 电流 密度 2?。 在 
恒定 电流 内 ，j 的 空间 分 布 与 时 加 元 关 , 而 且 净 从 下 列 方程 : 
div j=0, (30. 1) 
这 个 式 子 表明 在 导体 任何 一 部 分 体积 内 的 总 平均 电荷 不 变 。 
恒定 电流 流 过 的 导体 内 的 电场 ， 也 是 不 变 的 , 因此 , 满足 下 列 
方程 : : 
| rot E=0, (20. 2) 
也 即 是 它 具 有 电势 。 
除了 (20. 1) 和 (20. 2) 式 以 外 ， 还 应 该 加 上 一 个 联系 量 了 入 
的 方程 。 这 种 关系 与 导体 的 性 质 有 关 。 在 大 多 数 的 情况 下 ， 可 以 
假定 它 是 线性 关系 (欧姆 定律 )。 | 
如 果 导 体 是 均匀 和 各 向 同性 的 ， 划 这 种 黎 性 的 依赖 关系 变 成 
为 简单 的 比例 关系 : 
i=oE. , (20. 3) 
系数 er 会 束 于 导体 的 性 质 和 状态 , 称 为 电导 系数 , 或 简称 为 导体 的 
电导 率 。 
在 均匀 导体 内 ，o = 常数 ;把 (20.3) 式 代入 (20. 1) 式 ， 得 到 


四 在 这 一 章 内 , 我 们 不 对答 电流 所 产生 的 磁场 ， 因而 也 不 考虑 磁场 对 电流 的 反 
作用 。 要 考虑 这 种 影响 , 必须 使 电流 密度 的 定义 精确 化 , 这 将 在 8 29 内 进行 。 
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div EE 一 0。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ， 电 场 的 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 
Ap 一 0。 
在 两 种 导电 媒质 的 分 界面 上 ， 电 荷 密度 的 法 向 分 量 显然 必须 
为 连续 的 。 此 外 , 按照 电场 强度 的 切 向 分 量 为 连续 的 普 逼 条 件 [ 由 
rot 至 = 0 得 出 , 试 比 较 (1. 7) 和 (6. 9) 式 ], 此 值 十 也 应 为 连 强 的 ,于 


是 , 电流 密度 的 边界 条 件 为 


jni= jng, a (20. 4) 
或 者 电场 强度 的 边界 条 件 为 - 
oiBni= osBns, Eri= Ez (20. 5) 


在 导体 和 非 导电 媒质 的 分 界面 上 , 简单 地 有 和 = 0 或 肋 =00。 

维持 电流 的 电场 对 在 导体 内 运动 的 电荷 ( 载 流 子 ) 作 机 械 功 ， 
1 秒 内 在 单位 体积 内 所 作 的 功 , 显然 等 于 下 的 乘积 。 这 功 在 导体 
的 物质 内 转变 成 热 而 演 失 掉 。 因 此 , 在 均匀 导体 的 单位 体积 内 , 在 
1 秒 内 所 放出 的 热量 等 于 


讶 = 瑟 = 志 (20. 6) 
( 即 焦耳 - 杨 欧 定律 )。 
eg 如 果 放 出 的 热量 为 48 =jEad7, 则 
体积 元 的 粹 增加 吉 e 。 因此 , 物体 总 炉 的 变化 可 度 等 于 


a [下 
ed (20. 7) 


， @ 我 们 注意 到 方程 rotE=0，div(oE)=0, 并 注 党 到 它们 的 边界 系 件 (20.5)， 
在 形式 上 和 电介质 内 的 静电 扎 力 程 相 似 ; 所 不 同 的 地 方 只 是 用 o。 代 管 了 E。 根 据 这 些 - 
情况 , 可 以 由 交接 解 相 伏 的 胡 电 学 问题 ， 求 出 无 限 导 电 媒质 内 电流 分 布 问题 的 解 。 但 
存在 寻 体 和 非 导 电 媒 质 的 分 异 面 时 ， 由 这 种 相似 性 达 不 到 上 述 的 目的 ， 因 为 在 静电 学 
问题 中 ,不 存在 & = 0 的 媒质 。 | 
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出 于 焕 培 加 原理 ,这 个 导数 必须 为 正 值 ,把 j==oE 代入 上 式 ， 
我 们 看 到 , 从 这 个 要 求 可 以 得 出 电导 率 o 为 正 值 的 结论 。 

在 和 名 向 异性 物体 ( 单 晶体 ) 内 ,矢量 了 和 开 的 方向 ， 一 般 膏 来 
不 是 相合 的 , 它们 之 间 的 线性 关系 可 用 下 式 表 示 为 

i= op, (20. 8) 

式 中 量 wz 构成 二 秩 的 对 你 张 量 ( 见 后 ) (电导 率 张 量 )。 

这 里 还 必须 作 下 列 说 明 。 唱 体 的 对 称 性 容许 在 j 和 EE 的 起 性 
关系 中 存在 一 自由 项 , 也 即 是 有 下 列 形 状 的 式 子 

We 





而 矢量 j0 为 常数 。3 
没有 电流 通过 (j= Ds ent 
由 于 灶 增 加 原理 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 在 (20. 7) 的 被 积 式 内 ，joE 
项 显然 有 两 个 正 负 号 , 因而 , 不 可 能 为 实在 正 值 。 

在 各 向 同性 媒质 内 ， 从 >0 的 条 件 , 可 得 到 为 正 值 , 与 此 
相似 , 在 各 向 异性 物体 内 , 从 这 个 条 件 也 可 以 得 到 张 量 o;; 的 主 值 
为 正 值 的 精 葵 。 

独立 的 张 量 分 量 的 数目 与 晶体 对 称 性 的 依 顿 关 系 ， 和 任何 二 
秩 的 对 称 张 量 完 全 一 样 ( 参 天 8 13): 在 双 轴 晶体 中 , 三 个 主 值 各 不 
相同 , 在 单 轴 晶 体内 , 二 个 主 值 相同 , 而 在 立方 晶体 内 , 三 个 主 值 全 
同 , 也 即 是 立方 晶体 的 导电 性 质 和 各 向 同性 物体 完全 一 样 。- 

导电 率 号 量 的 对 称 性 





cr 一 Crji (20. 9) 
是 从 所 冲 动力 系数 对 你 原理 得 出 的 必然 灶 果 。 这 个 普 台 原理 是 由 
JI. 昂 塞 格 提出 的 ， 为 了 便于 本 节 和 下 面 各 节 (8$ 25, 26) 应 用 , 表 
述 如 下 外。 | 


@ 参 开 “统计 物理 学 ”, 第 3 版 $118,1951;“ 连 种 介质 力学 ”, 第 2 版 , 858,1953。 
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股 zw za…… 是 表征 物体 每 一 点 的 状态 的 量 。 除 此 之 外 , 我们 


页 na 一 一 二 一 ， (20. 10) 


式 中 3 为 物体 单位 体积 的 稍 , 取 导 数 时 假设 这 体积 内 的 能 量 不 变 。 
在 接近 于 平衡 的 状态 下 , 量 za 接近 于 其 平衡 状态 的 值 , 而 民 。 则 很 
小 。 这 时 物体 内 发 生 一 种 过 程 ， 趋 向 于 使 物体 回 到 平衡 状态 。 量 
sa 在 这 些 过 程 中 的 变化 速度 , 通常 可 以 这 样 来 推断 : 即 在 物体 内 的 
每 一 点 处 ， 它 们 只 是 这 些 点 处 的 量 xa (或 Xa) 的 画 数 。 把 这 些 画 
数 展开 成 Xa 的 宣 级 数 ， 并 限于 取 展 开 式 内 的 线性 项 , 于 是 得 到 下 
面 的 关系 式 ; 


党 二 三 yz (20. 11) 


因而 ， 可 以 断 首 ,系数 Yas ( 称 为 动力 系数 ) 对 下 角 标 @ 和 5 是 对 
称 的 : 
yas 一 yoa: (20. 12) ， 
要 实际 应 用 这 一 原理 , 必须 用 某 种 方法 选 定量 za( 或 它们 的 导 
” 数 zz ), 然后 求 出 相应 的 卫 。。 我 们 利用 物体 总 灶 随 时 癌变 化 的 速 
i a 更 是 : 

到 二 站 {xB (20.13) 
起 中 的 积分 对 物体 的 休 部 体积 进行 。 


在 现在 的 情况 下 , 导体 内 有 电流 流 过 , 因此 我 们 得 到 这 一 速度 
公式 为 (20. 7) 式 。 把 这 式 子 和 (20. 13) 式 比较 ， 我 们 看 到 , 如 果 职 


电流 密度 矢量 j 的 分 量 作 为 ja 量 , 则 量 Xa 为 矢量 一 东 的 分 量 。 比 


较 (20. 8) 和 (20. 11) 式 指出 , 这 时 动力 系数 就 是 电导 率 张 量 分 量 乘 
上 PZ, 于 是 这 一 张 量 的 对 称 性 可 从 普 融 关系 式 (20. 12) 直 接 得 出 。 
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例 题 
1， 设 在 导电 媒质 内 有 一 电极 系 , 其 电势 保持 为 ms。 每 一 电极 通过 电流 
Jw 献 求 工 秒 内 媒质 所 放出 的 总 焦耳 热 。 
解 ， 所 求 的 焦耳 热 @ 由 下 列 积分 得 出 


0= | 下 ar= — | jv 部 吾 -faivci)ar， 


式 中 的 积分 对 媒质 的 整个 体积 进行 。 把 这 积分 变换 成 面积 分 , 开 考 虑 到 在 媒 
质 的 外 边界 上 , 7 = 0 而 在 电极 的 表面 , "= 常数 三 pa。 于 是 得 到 
© = > gad ao. 
2. 设 有 电流 J 从 导电 球 的 一 极 流入， 从 另 一 极 流量 , 就 求 导电 球 内 的 电 
势 分 布 。 
” 解 ， 在 极点 0 和 0' 附 近 ( 图 14), 电势 分 别 为 
1 J 1 
0 | ?一 277 Ri 和 9 一 一 277 Ry 
式 中 Ri， 了: 是 至 两 极点 的 距离 。 这 些 画 数 
病 足 拉 普 拉 斯 方程 , 而 积分 一 。 v9-df 对 包 


图 0 和 0' 点 的 无 限 小 的 生 球 积分 ,等 于 土 7。 
在 球 内 任意 点 也 处 的 电势 为 


7fL_ 1 
"= 入 括 - 寺 + 叶 


式 申 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 , 它 在 球 内 和 球 
2 面 上 没有 极点 。 从 对 称 性 看 出 ，Y( 和 ?一 
图 14 样 ) 只 是 球面 坐标 7 和 8 的 英 数 。 


在 球 画 上 (r=a)， 必 须 并 =0。 
取 微分 后 , 由 此 求 得 y 的 边界 条 件 为 
ay - 工 ( 工 _ 工 一 
rR Bh 
如 果 f(r 6) 是 拉 普 拉 斯 方程 的 某 一 个 解 ， 本数 | 故人 (9 人 ar 也 是 它 的 一 个 


‘ 
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解 D。 与 上 述 的 边界 条 件 比 较 , 容易 得 出 , 满足 它 的 解 为 


1C/1 1\dr 
去 |( 遍 - 亏 记 . 
人 代入 己 ，=A/o 二 72 十 2areos06， 插 进行 积分 后 , 最 后 得 到 


G 十 ?oosB ood 
De = 二 撤 一 赵 + 议 (Ar sh rsing A reh iing rSing } 


3. 让 证 明 , 导电 媒质 内 的 电流 分 布 相 应 于 能 量 的 极 小 弥散 。 
| 解 ， 这 里 所 指 的 是 在 表示 电荷 守恒 的 附加 条 件 divi=0 下 求 凡 积分 





上 下 47= | 过 ar 的 极 小 值 。 将 下 列 积分 对 1 到 变 分 : 


| (GS —2g9 divi)ar 
(29 是 拉 格 遍 日 未 定 因子 ), 并 人 金 这 变 分 等 于 霉 ， 于 是 得 到 方程 3= 一 cv9, 或 
堆 


rot 卫 一 0， 
他 


这 个 式 子 与 (20.2) 和 (20. 3) 式 相同 。 


§ 21。 霍 耳 效 应 


如 果 导 体 在 外 磁场 H 内 , 则 电流 密度 和 电场 强度 之 问 的 关系 ，. 

和 前 面 一 样 , 由 下 列 关 系 式 给 出 : 
ji= oipBy, 

但 是 电导 率 张 量 oiw 的 分 量 是 王 的 琴 数 ,而 且 尤 其 重要 的 是 , 它 对 
下 角 标 宇和 2z& 已 经 不 是 对 称 的 。 在 8 20 中 ， 我 们 鲁 从 动力 系数 的 
对 称 性 原理 出 发 , 证 明了 这 个 张 量 的 对 称 性 质 。 但 是 大 家 知道 , 在 
.磁场 内 , 这 个 原理 的 表述 形式 稍 有 改变 : 当 动 力 系数 的 下 角 标 交换 
”这 一 点 是 很 容易 证 明 的 , 汇 论 利用 直接 验算 ,或 者 根据 下 烈 情 况 , 即 拉 善 拉 斯 


方程 任何 只 与 变数 和 8 有 关 的 解 f(7,9) 都 可 写成 下 列 形 式 : 
f= 全 cnrrPn(l eos0), 


式 中 < Cn 为 常数 ,而 Pn 为 勒 上 竺 多 项 式 。 
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位 置 时, 磁场 方向 也 必须 改变 为 反方 向 DO。 因 此 , 对 于 张 量 cik(HD 
的 分 量 , 我 们 现在 得 到 关系 式 : - 
oip(H) = oni(— HD). (21. 1) 
量 oww(H) 和 oni(HD) 互 不 相等 。 ; 
和 普通 的 二 秩 张 量 一 样 ， 张 量 cik 也 可 以 分 成 对 称 的 和 反对 
称 的 两 部 分 , 我 们 分 别 用 si 和 ain 来 表示 : 


CT 证 一 St 十 Ci (21.2) 
按照 定义 ， 
| 、 sip(H) = spi (HD), | (21. 3) 
Qip(H) = — ays (HD), 
.但 从 (21. 1) 得 出 ， 
sip(H)= spi( —H)= si — H), 人 C21. 4) 
aip(H)=api (—H)= —airx( ~ H). 


由 此 可 见 , 张 量 si 的 分 量 是 磁场 的 偶 画 数 ， 而 张 量 aix 的 分 量 则 
是 磁场 的 奇 画 数 。 
大 家 知道 , 任何 二 秩 的 反对 称 张 量 in, 等 效 于 某 一 轴 天 量 , 这 


瑞 矢 量 和 它 的 分 量 的 关系 式 为 | > 
Cay 一 bz， Qsz—= 一 Gy dyz= tz) (21. 5) 
利用 这 个 矢量 ， 可 以 把 乘积 aw Bn 的 分 量 写 成 拓 积 LEa] 的 分 量 : 
i=OoipBg—= sinBrt LEali. (21. 6) 


电流 流 过 时 所 放出 的 焦耳 热 , 由 乘积 下 得 出 。 由 于 舌 量 LEal 
和 EE 是 相互 正 交 的 , 因而 它们 的 乘积 恒 为 需 , 于 是 、 

jE= sinBiBr (21. 7) 

也 即 是 焦耳 热 只 决定 于 导电 率 张 量 的 对 称 部 分 (E 的 强度 保持 不 

变 )。 


中 参天“ 流 计 物 现 学 ”第 三 版 ，$ 118。 








“项: 
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外 磁场 大 人 可 以 假定 为 弱 场 ， 于 是 电导 率 张 量 分 量 可 以 展开 
为 HH 的 里 级 数 。 由 于 琴 数 aCH) 是 奇 次 的 , 因此 在 这 个 张 量 的 展开 
式 内 只 包含 奇 次 宪 的 项 。 展 开 式 的 头 几 项 是 磁场 的 线性 项 ， 即 具 

有 下 列 形式 : 
Qs— QH iy. 4 (21. 8) 
矢量 a 和 H 都 是 帖 矢量 ; 因此 常数 aiy 构成 一 个 普通 ( 极 ) 张 量 。 

在 偶 画 数 siw(H) 的 展开 式 内 , 只 包含 偶 浆 冠 的 项 。 展 开 式 的 第 一 
项 是 磁场 不 存在 时 的 电导 素 锅 ， 而 头 几 个 修正 项 是 场 的 二 次 
Sip=0®+BipinHiHn. , (21. 9) 
呈 量 Bun 无 月 对 下 角 标 ,或 下 角 标 Dm 而 香 ， 都 是 对 称 的 。 

. 因此 ， 磁 场 的 主要 效应 是 场 的 线性 项 [Ea] ( 称 为 霍 耳 效应 )。 
如 我 们 看 到 的 , 这 一 效应 是 在 与 电场 垂直 的 方向 上 产生 电流 , 其 数 
值 与 磁场 强度 成 正比 。 但 是 应 该 注意 的 是 ， 在 任意 的 各 向 异性 媒 
质 的 普 到 情况 下 , 霍 耳 电流 并 不 是 唯一 与 E 垂直 的 电流 , 非 霍 耳 电 
流 sisEx 也 可 能 有 这 种 方向 的 分 量 。 

对 雹 耳 电 流 还 可 以 有 另 一 个 看 法 ， 这 是 从 用 电流 密度 表示 电 
场 互 的 洲 公 式 而 得 出 的 : 

Bi=— oijy. 
逆 张 量 o 寻 和 张 量 o06% 一样, 可 以 分 为 对 称 部 分 (我 们 用 Pin 表示 )1 
和 反对 称 部 分 , 后 者 与 一 轴 矢 量 b 等 效 : 
Ei= pi 和 十 [和 bj, (21. 10) 
张 量 piw 和 矢量 b 的 性 质 与 sis 和 a 的 相同 。 ~ 特别 是 在 弱 场 的 情 
况 下 ; 矢量 b 对 磁场 而 车 是 线性 的 。 在 (21. 10) 式 内 ， 霍 耳 效应 由 
[ib] 项 表示 ， 也 到 是 产生 和 电流 垂直 的 电场 ， 共 数值 与 磁场 (和 电 
流 站 成 正比 。 
如 果 导 体 是 各 向 同性 的 ， 则 上 面 得 到 的 全部 关系 式 可 以 大 大 


7 
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地 简化 。 在 这 种 情况 下 ， 根 据 对 称 性 可 明显 地 看 出 , 矢量 b( 或 a) 
的 方向 必须 平行 于 磁场 方向 。 张 量 pis 的 唯一 不 为 尾 的 分 量 是 
puo= py 和 psz 此 处 选择 z 轴 方 向 为 磁场 方向 。 我 们 用 p 和 pi 
来 表示 这 两 个 分 量 , 并 选择 zz 平面 通过 电流 方向 , 于 是 得 到 
Bs=pijs Bs=—bjsy Bs=prjs. + (21.11) 
由 此 看 出 , 在 各 向 同性 导体 内 , 霍 耳 电场 是 唯一 的 同时 垂直 于 电流 
和 磁场 的 电场 。 
在 弱 磁 场 内 ; 矢量 b 和 互 的 关系 (在 各 向 同性 导体 内) 简单 地 . 
由 下 式 给 出 : 本 本 
b= 一 RH. | (21. 12) 
常数 忆 称 为 霍 耳 常数 , 底 可 以 为 正 值 , 也 可 以 为 负 值 。 在 EE 和 j 的 
关系 式 内 的 五 的 二 次 项 形式 (通过 张 量 pi 包含 在 关系 式 内 ), 可 以 
从 3 和 五所 租 成 的 唯一 矢量 是 HGH) 和 及 (对 j 为 线性 的 和 对 
HH 为 二 次 的 ) 明 显 地 看 出 。 因 此 ,在 各 向 同性 导体 内 , 考虑 到 的 
二 次 项 , E 和 j 的 普 避 关系 式 为 从 
E=p'Vj+ RIHIl+BIH+PRH(HI). (21.13) 


例 是 


试用 siw 和 a 的 分 量 来 实 示 首 张 量 oR 的 分 量 。 . 

解 . 最 铺 单 的 是 选择 坐标 系 x, y，z 进行 计算 , 其 中 坐标 坦 为 张 量 sixz 的 
主轴 , 然后 根据 所 得 到 的 表达 式 的 形式 ， 很 容易 得 到 它们 在 任何 坐标 柔 内 的 
商 通 形式 。 张 量 的 行列 式 为 
.sen Gz 一 Qy 
= spoSyyszs Sund2 + syyad 十 szzG2. 


lol=| 一 oz sy az 








Qy 一 Cr Sz 
显然, 在 普通 情况 F， 
[cl|=|s|-+sizaiax， 


组 成 这 个 行列 式 的 子 式 , 于 是 得 到 道 张 量 的 分 量 为 
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-1 sgySzz 十 QZ ， 
oyr™ pore 


和 _ Car02 一 CCz3Szz 
ory= pryt+ bs= Ps 


变换 到 我 们 所 选择 的 坐标 柔 的 普通 表达 式 为 


o 


pik 二 = rs 1sl +aiaxl, 


2 一 i 
Ea 


-出 此 部 可 以 解 出 所 提出 的 问题 。 
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为 了 使 带电 粒子 从 导体 表面 脱离 出 来 , 必须 对 它 作 一 定 的 功 。 
如 果 带 电 粒 子 是 用 热力 学 可 造 方式 脱出 的 , 则 必须 对 粒子 作 功 , 这 
功 称 为 腕 出 功 。 这 个 量 总 是 正 值 ， 我 们 从 点 电荷 被 吸 向 一 切中 性 
物体 , 其 中 也 包括 导体 , 可 以 直接 得 出 这 一 点 ( 参 并 $14)。 下 面 把 
这 功 化 为 单位 ( 正 ) 电 荷 的 功 更 为 方便 。 由 这 样 定 出 的 “脱出 势 ” 玉 
的 正 负 号 , 和 被 觅 出 粒子 的 电荷 的 正 负 号 相同 。 

脱出 功 旗 傅 顿 于 导体 的 种 类 〈 及 其 热力 学 状态 一 一 温度 、 密 
” 度 ), 也 依赖 于 带电 粒子 的 种 类 。 例 如 , 在 同一 种 金属 内 , 传导 电子 
”或 离子 从 金属 表面 脱出 时 , 脱出 功 各 不 相同 。 还 必须 着 重 指出 , 用 
出 功 是 表征 导体 表面 特性 的 一 个 量 ， 而 不 是 表征 导体 体积 性 质 的 
量 。 因 此 ， 觅 出 功 例如 也 与 加 工 方式 和 沾染 程度 有 关 。 如 果 导 体 
是 单 晶体 , 出 在 不 同 的 楼 上 股 出 功 也 不 相同 。 

为 了 闻 明 股 出 功 依赖 于 导体 表面 特性 的 物理 性 质 ， 我 们 来 研 
完 有 简 出 功 与 物质 胡 面 层 的 电 圭 构 的 关系 。 把 p(x) 了 解 为 未 对 xz 
地 方向 的 物理 无 限 小 长 底 元 取 平 均值 的 电荷 窗 庶 〈x 轴 垂 直 于 县 
面 ), 于 是 我 们 可 以 写 出 表面 层 内 的 泊 松 万 程 为 

ae 


De —47p. 
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设 导 体 的 区 域 相应 于 x 一 0。 积 分 一 次 ， 得 到 


:> = 一 4 ja 


然后 进行 分 部 积分 : 


J 


9 一 bg_。 一 一 47r2 | pdz 十 47r | spdz. 


当 zx 一 co 时 , 积分 | pdz 迅速 趋向 子 雾 (由 于 未 带电 导体 表面 是 电 
中 性 的 )。 因 此 ，， 
9 十 cc) 一 9 一 ce) 一 和 | pa 


等 式 右边 的 积分 代表 分 布 于 导体 表面 附近 的 电荷 的 偶 极 拭 。 这 种 
分 布 具有 “ 双 层 ”的 特征 , 其 中 正 负 号 相反 的 电荷 分 开 , 使 电荷 系 的 
偶 极 惩 不 为 需 。 当 然 ， 双 层 的 精 构 与 表面 的 性 质 ( 它 的 晶 轴 方向 、 
污染 程度 等 有 关 。 答 定 导体 的 不 同 表面 上 的 腊 出 势 之 差 ， 决定 于 
它们 的 偶 极 矩 之 差 。 

如 果 使 两 种 不 同 的 导体 互相 接触 ， 则 它们 之 癌 发 生 带 电 粒 子 
ee 
”上 ;一 直到 两 导体 之 问 建 立 了 电势 差 阻止 电荷 的 转移 为 止 一 这 
Re 

图 15 所 示 是 两 种 互相 接触 的 导体 (a 和 5) 在 其 自 由 表面 40 
和 OB 附 近 的 横 剖面 图 。 两 表面 上 的 电势 分 别 用 pa 和 96 表示 ; 接 
触电 势 差 为 pas 一 9 一 ge。 由 热力 学 平衡 条 件 , 可 以 求 出 电势 差 和 
”脱出 功 之 加 的 定量 关系 。 假 设 把 一 个 电荷 为 。 的 粒子 ， 从 导体 a 
内 通过 表面 40 取出, 然后 又 把 它 移 到 表面 0B 上 ， 最 后 带 到 导体 
内， 我们 来 研究 这 时 对 起 粒子 所 作 的 功 ; 在 热力 学 平衡 状态 下 ， 
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这 功 应 等 于 零 D。 在 上 面 所 指出 的 三 个 步 急 中 ， 对 粒子 所 必 的 功 
分 别 等 于 e 环 。 e(g 一 po) 和 一 eT。。 倒 它们 的 总 和 等 于 需 , 我 们 
得 到 所 求 的 关系 式 为 | . 

pas= W,— Wea. (22. 1) 
”由 此 可 见 , 两 个 导体 互相 接 旬 时 ， 
相 邻 两 自由 面 间 的 接触 电势 差 ， 
等 于 它们 的 脱出 电势 差 。 

接触 电势 差 的 存在 ， 使 在 导 

体外 的 空间 内 出 现 电场 。 求 出 接 
触 点 附近 的 电场 值 并 不 困难 。 在 % 
交 如 附近 的 小 区 域内 (图 15 内 的 图 15 
0 点 ), 可 以 把 两 个 导体 的 相交 面 看 作 平 面 。 于 是 导体 外 的 场 势 满 
是 方程 : 





-19 入 ) 199_ 
A 末 (* 字 人 0 3 


(7， 9 为 极 坐 标 , 其 原点 在 O 点 ), 而 在 40 和 0B 面 上 ; 场 势 必须 取 
给 定 的 恒定 值 。 这 时 我 们 威 兴 趣 的 解 是 包括 7 的 最 低 轿 的 解 ， 它 
代表 场 势 展开 成 小 距离 7 的 填 级 数 内 的 主要 项 。 于 是 这 解 为 p= 
= 常数 -0。 9 角 从 40 边 算 起 , 并 合 场 势 等 于 零 , 于 是 得 到 
, v= Te29, z (22. 2) 
式 中 a 为 .和 40B， 由 此 可 见 , 等 势 线 ( 在 图 平面 内 ) 是 从 O 点 发 出 
的 直 缕 ， 相 应 地 ， 电 力 继 是 以 〇 点 为 中 心 的 一 族 辕 弧 。 电 场 强度 
等 于 
六 (22. 3) 





QD 不 首 而 只 , 实际 上 , 粒子 只 是 通过 它们 的 接触 面 , 而 不 是 通过 七 全 局 园 的 空间 
从 一 导体 过 沪 到 另 一 导体 内。 但 是 ,我 们 在 这 里 利用 了 这 过 沪 功 和 路 程 无 关 这 一 点 。 


ba 
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也 即 是 电场 强度 随 至 0 点 的 距离 成 反比 地 减 小 。 
如 上 面 所 指出 的 ， 在 金属 单 晶体 的 各 面 之 间 也 存在 “接触 ” 电 
势 差 。 因 此 , 在 晶 楼 附近 , 也 必须 存在 上 面 所 指出 的 性 质 的 电场 9。 
如 果 把 许多 金属 导体 (在 相同 温度 下 ) 依 次 连 精 起 来 ， 则 在 最 
边 穆 的 导体 之 则 的 电 旁 差 , 简单 地 等 于 它们 的 腊 出 电势 差 [ 这 根据 
(22. 1) 式 很 容易 得 出 ]， 和 两 种 直接 接触 的 导体 的 情况 完全 一 样 。 
特别 是 ， 妈 时 电 路 两 端 是 相同 的 金属 ， 虽 它们 之 间 的 电势 差 等 于 
零 。 这 种 情况 是 很 明显 的 , 因为 如 果 在 相同 导体 之 加 存在 电势 差 ， 
那 末 当 电 路 接 通 时 就 会 有 电流 产生 ， 这 是 和 热力 学 第 二 定律 巴 
盾 的 。 i 


§ 23， 佑 伐 尼 电池 
如 果 电 路 内 是 载 流 子 的 种 类 不 相同 的 导体 《金属 和 电解 深 
液 ), 则 上 节 末 所 作 的 说 明 就 失去 意义 。 由 于 同一 种 导体 对 于 不 同 
带电 粒子 的 (电子 和 议和 好 ) 膀 出 功 也 是 不 同 , 因此 , 即使 电路 两 端 是 
相同 的 导体 ， 这 时 电路 内 的 总 接触 电势 差 也 不 为 零 。 这 种 总 电势 
差 称 为 电路 内 的 电动 势 ， 它 不 外 是 于 合 电路 两 端 两 相同 导体 风 的 
电势 差 。 当 这 种 电路 搂 通 时 就 会 有 电流 流 过 。 件 伐 尼 电 池 的 工 
作 , 就 是 根据 这 一 原理 。. 这 时 维持 电路 内 电流 的 能 量 源 , 是 电池 办 
发 生 的 化 学 变化 。 
绞 通 过 闭合 电路 内 的 任何 于 合 过 路 一 周 , 当然 , 电场 势 应 回 到 
它 的 起 始 值 , 也 即 是 它 的 总 变化 等 于 需 。 例 如 , 我 们 来 研究 导体 面 
上 的 某 一 迎 线 。 当 从 一 种 导体 过 渡 到 另 一 种 导体 时 ， 电 势 发 生 突 
变 pas。 车 导体 内 有 电流 J (通过 截面 的 总 电流 ) 流 过 , 则 每 一 导体 
上 的 电势 降 等 于 RJ, 忆 是 导体 的 电阻 。 因 此 ,电路 内 电势 的 总 变 


@ “在 实际 条 件 下 ， 由 于 从 大 气 内 “聚集 ”在 麦 面 的 离 了 所 产生 的 电场 ， 抵 销 了 于 这 
些 场 。 | 
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化 等 于 
Spo — JR. 
合 这 个 表达 式 等 于 才 , 并 注意 到 在 全 电路 内 的 电流 J 不 变 , 而 总 和 
马 pas 为 电动 势 8, 我 们 得 到 

JSR=8, = (08.1) 

因此 , 接 有 伽 伐 尼 电 池 的 电路 内 的 电话 , 等 于 电动 势 除 以 电路 内 全 
部 导体 的 总 电阻 (当然 也 包括 电池 本 身 的 内 电阻 )。 

”虽然 , 伽 伐 尼 电 凶 的 电动 势 也 可 以 表示 为 接触 电势 差 之 和 , 但 
要 着 重 指出 的 是 , 实际 上 , 这 是 一 个 完全 由 导体 的 体积 状态 所 确定 
的 热力 学 量 , 并 且 和 导体 分 界面 的 性 质 完全 无 关 。 这 是 很 明显 的 ， 
因为 8 恰好 是 将 带电 粒子 反 向 沿 全 部 闭合 电路 移动 所 作 的 功 ( 属 
. 于 单位 电荷 )。 

为 了 举例 说 明 这 种 情况 , 我 们 来 研究 由 两 个 金属 电极 (金属 4 
和 万 ) 浸 在 电解 溶液 4 和 和 巨 X(X- 为 某 种 负 裔 子 ) 内 所 构成 的 伽 伐 
尼 电 池 。 设 以 和 Ls 是 金属 4 筷 的 化 学 势 , 而 《ax 和 Lax 是 溶液 
内 电解 质 的 化 学 势 9。 元 电荷 e 嫉 开 合 电 路 运动 , 表示 离子 4+ 从 
电极 4 进入 溶液 内 , 而 离子 了 + 从 溶液 进入 电极 五 内 , 而 且 电极 上 
的 电荷 变化 , 由 沿 人 外 电路 部 分 从 电极 4 进入 电极 太 的 电子 来 补偿 。 
这 些 过 程 的 结果 是 : 电极 4 类 去 一 个 中 性 原子 , 电极 得 到 一 个 中 
性 原子 , 而 在 电解 溶液 肉 ,， BX 的 二 个 分 子 为 4X 的 一 个 分 子 所 取 
代 。 因 为 可 化 过 程 中 所 作 的 功 (温度 .压强 保持 不 变 ) 等 于 系统 的 
热力 学 势 的 变化 , 因此 我 们 得 到 下 列 关系 式 : 
eBp—= (tp-- tax) — (ta — Cax), (23. 2) 
人 黎 伐 尼 电 池 的 电动 势 可 用 电极 材料 和 电解 溶液 的 体积 性 质 求 
表示 。 


@@ ”这 一 节 久 采用 了 对 一 个 粒子 的 通常 的 化 学 势 定义 。 
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由 (23. 2) 的 形式 也 可 得 到 下 面 的 推荐 。 如 果 溶 液 内 有 三 种 电 
解 质 C4X.、 巨 X、CX), 其 中 浸 有 三 种 金属 电极 4.B.0, 则 在 它们 每 
两 种 电极 之 站 的 电动 势 , 由 下 列 关系 式 联系 起 来: 
84s 十 gac 一 84c- (23. 3) 
利用 普 逼 的 热力 学 关系 式 ， 可 以 把 伽 伐 尼 电池 的 电动 势 和 电 
路 内 电流 流 过 时 所 发 生 的 热效应 联系 起 来 , 不 鞋 而 喉 , 在 实际 条 件 
下 ， 电 流 的 流 过 是 不 可 逆 的 。 设 8@ 为 单位 电荷 通过 时 所 放出 的 热 
量 ( 在 电池 内 和 外 电路 内 ); 这 热量 不 外 是 当 电 流 流 过 时 在 伯 伐 尼 
电池 内 所 发 生 的 热 化 学 反应 热 。 按照 熟知 的 热力 学 公式 P， 它 和 
功 8 的 关系 为 


4= -7 新 ( 吉 ) (23. 4) 


上 式 内 对 温度 的 偏 导 数 的 求法 ， 取决 于 在 何 种 条 件 下 发 生 这 种 过 
程 , 例如 ， 如 果 压 强 不 变 时 流 过 电流 (如 通常 的 情况 )， 则 保持 压强 
不 变 进行 微分 。 ” 


8 24。 电 毛 和 现象 : 


在 两 种 导电 媒质 的 交界 面 上 所 存在 的 电荷 ， 影 响 到 交界 面 上 
的 表面 张力 ; 这 种 现象 称 为 电 毛 组 现象 , 实际 上 , 这 里 所 指 的 是 两 
种 液态 媒质 一 一 通常 是 指 液体 金属 (水银 ) 与 电解 质 溶液 的 界面 
而 首 。 

我 们 用 pz 和 yz 表示 两 种 导体 的 电势 , 用 et 和 es 表示 分 布 于 
它们 的 分 界面 上 的 电荷 。 这 些 电 荷 数值 相等 而 正 负 号 相反 。 这 样 
一 来 , 就 在 交界 面 上 形成 所 谢 “ 双 层 ”。 

假设 保持 压强 和 温度 不 变 ， 并 考虑 到 两 种 导体 的 分 界面 于 是 
得 到 这 种 系 薄 的 电势 史 的 微分 为 








DD 参阅 “ 束 计 物理 学 ”, 第 三 版 ，§ 89。 
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dP = 08 — edypi — esdpa. : (24. 1) 

adS 这 一 项 代表 分 界面 的 面积 S 上 的 可 逆 变 化 4S 所 作 的 功 (a 为 
表面 张力 系数 )D。 

在 (24.1) 式 中 ,代替 热力 学 势 席 ， 我 们 可 以 只 写 下 它 的 “表面 
部 分 ” 免 ,， 因 为 当 压 强 和 温 诬 不 变 时 , 体积 部 分 保持 不 变 , 因而 我 
们 不 威 兴趣。 售 el= 一 es 三 e, 并 引进 电势 闫 p= 二 91 一 pa, 于 是 可 以 
把 (24. 1) 式 改写 为 





dF,= dS — edy. (24. 2) 
由 此 得 到 
2 ) 二 (24. 3) 


同时 a 可 表示 为 的 面 数 。 对 上 式 积 分 ， 我 们 得 到 祈 ,=auS。 把 
这 个 式 子 再 代入 (24. 2) 式 , 得 到 d(aS) 一 ad9 一 edy 或 Sda 一 一 edy， 
由 此 得 

人 -( 冯 ) (24.4) 
式 中 c=-4， 为 单位 面 上 的 电荷 。(24. 4) 式 由 李 普 曼 和 衣 布 斯 
最 先 得 到 ) 是 电 毛 租 管 现象 理论 的 基本 方程 。 

”在 平衡 状态 下 , 当 导 体 的 电势 保持 给 定 值 时 , 热力 学 势 包 必 须 
为 极 水 值 。 把 热力 学 势 看 作 表 面 电荷 。 的 商 数 ， 于 是 狗 取 极 小 什 
的 必要 条 件 为 
32 
3 
” 式 中 求 导数 时 保持 面积 5 不 变 。 为 了 算出 导数 值 ， 我 们 用 热力 学 
势 ,二 P(e) 表示 包 : 

DF,= Fe)— C19P1— E292 =: P(e) 一 eg. (24. 6) 


@D 参天 “统计 构 理 学 ”第 三 版 ，$ 135。 


一 一 二 一 0， (24. 5) 





-一 0， 
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由 一 次 导数 等 于 雳 的 条 件 给 出 


cE 
9e ae 


然后 二 次 导数 为 正 慎 的 条 件 为 
3H FBP dp 1 9 





_ _ap_199 
Jo “gor “de Bao 
或 者 
9o . 


ee 则 这 条 件 正 是 
所 预期 的 。 


将 等 式 (24. 4) 对 vm 取 微 分 , 并 利用 (24: 7) 式 , 我 们 得 到 
30 
Ez 


这 表明 ， 在 荡 = -=0 的 点 处 a 和 ?的 关系 曲 稳 有 极 大 值 。 


0. (24. 8) 


§ 25。 温差 电 现 象 


金属 内 不 存在 电流 的 条 件 是 对 传导 电子 存在 热力 学 平衡 。 大 
家 知道 ， 这 一 条 件 除了 要 求 温度 不 变 外 (在 整个 导体 上 ), 还 要 求 
eg 十 如 也 保持 不 变 ， 式 中 bo 是 金属 内 传导 电子 的 化 学 势 ( 保 持 
g=0)9。 如 果 导 体 是 粗 分 不 均匀 的 金属 ， 那 未 ， 即 使 温度 保持 不 
变 , to 也 会 沿 导体 发 生变 化 。 因 此 ， 在 这 种 情况 下 , 电势 "不 变 不 
会 使 金属 内 的 电流 为 雳 , 虽然 场 强 下 = 一 gradg 也 等 于 零 。 如 果 我 
们 希望 把 不 均匀 导体 也 考虑 进去 ， 那 末 这 种 情况 使 得 通常 的 > 的 
定义 威 到 不 便 ( 把 它 作 为 对 点 源 斑 均 的 业 果 )。 


QD 参 开 “统计 物理 学 ”第 三 版 ，$ 25， 我 们 在 这 里 把 ? 理解 为 通常 局 于 一 个 粒子 
( 电 于 ) 的 化 学 势 - 
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因此 取 9 十 名 之 和 作为 电势 的 新 定义 ， 是 很 自然 的 事 ， 下 面 
我 们 将 简单 地 把 它 表示 为 yD。 在 均匀 金属 内 , 这 种 定义 的 改变 导 
致 在 电势 上 添上 一 个 不 重要 的 常数 。 与 此 相应 ,“ 场 强 ”EE= 一 
一 gradp 《我 们 下 面 也 将 用 它 ) 只 在 均匀 金属 内 隆 和 实在 的 平均 场 
强 相 等 , 而 在 一 般 情况 下 , 它们 之 问 相 差 某 一 状态 画 数 的 陡 度 。 

”根据 这 一 定义 , 在 热力 学 平衡 状态 下 ， 对 传导 电子 而 昔 ， 场 强 
和 电流 都 变 为 零 , 而 了 和 E 的 关系 将 为 j 一 oE(j, 二 oiwBp), 即使 金 
属 的 粗 分 是 不 均匀 的 。 

现在 ， 我 们 来 研究 金属 受到 不 均匀 加 热 的 情况 , 这 在 任何 情况 
下 都 不 会 有 (电子 的 ) 热 力学 平衡 。 于 是 , 即使 没有 电流 , 电场 强 谋 
EE 也 不 为 雳 。 在 电流 密度 j 和 温度 陡 度 VT 不 为 零 的 普 台 情况 
下 , 这 些 量 和 场 强 的 关系 可 以 写 为 


下 一 工 ji 二 av 站 (25. 1) 


式 中 oo 为 通常 的 电导 率 ， 人 ax 是 表征 金属 电 性 质 的 一 个 量 。 为 简单 
起 网， 我 们 假定 物质 是 各 向 同性 的 (或 具有 立方 对 称 )， 为 此 , 我 们 
把 比例 系数 写成 标量 形式 。E 和 V7 的 线性 关系 , 不 车 而 哈 , 只 代 
表 展 开 式 的 第 一 项 ， 但 由 于 温度 陡 度 很 小 ， 这 一 项 是 客 全 足够 的 
(实际 上 径 常 如 此 )。 
把 (25. 1) 式 写成 下 面 的 形式 : 
i=0 (Em—avT), (25. 2) 
这 表明 ， ， 在 不 均匀 受热 的 金属 内 ， 即使 场 强 豆 为 老 ， 人 电流 
流 过 。 | 
除了 电流 密度 j 外 , 我 们 也 可 以 研究 能 流 窗 度 ， 人 q 表示 
四 ”这 定义 也 可 囊 达 成 另 一 种 形式 ， ~ 的 新 数值 为 殷 一 个 电 于 竺 福地 引入 他 


” 般 所 引起 的 自由 能 的 变化 ; 换 旬 话 吝 ， >= 名 式 中 到 为 金属 的 自由 能 , 而 为 单位 体 
积 内 导电 电子 的 电荷 。 
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它 。 普 先 , 从 能 流 内 分 出 9j, 这 是 因为 每 一 带电 粒子 (电子 ) 本 身 找 
带 能 量 ep。 但 是 q 一 9j 之 差 却 与 电势 本 身 无 关 ; 因此 ,在 普通 情况 
下 , 可 以 把 它 表示 成 陡 度 Vp= 一 下 和 VT 的 线性 画 数 , 和 电流 密度 
的 公式 (25. 2) 相 似 。 现 在 把 这 个 式 子 写成 
qdq—yij=BE—YVT. 
由 动力 学 系数 的 对 称 性 原理 ， 可 以 得 到 系数 6 和 (25, 2) 式 内 的 系 

数 a 的 关系 式 。 

为 此 ， 我 们 计算 导体 的 总 灶 的 变化 速度 。 在 单位 时 间 内 导体 
单位 体积 内 放出 的 热量 为 一 div q, 因此 可 以 写成 

: dp _ -| 

， dt 友 
其 次 , 利用 方程 div j= 0, 我 们 写 出 
上 


a 1 办 . S 本 Ld 
二 > d 一 
却 d ivq 一 韦 {div(q— 9j) +div pj} 





aV. 





去 div(Qq 一 9j) 一 节 . 
第 一 项 经过 分 部 积分 后 , 我 们 得 到 


CS22 (Ej _ ((q—9j))vyT 
“入 -| Fay | dy. (35. 3) 


这 个 式 子 指明 , 如 果 选 择 矢 量 j 和 aq 一 gj 的 分 量 作为 量 写 8( 参 
虹 $ 20)， 则 相应 的 量 Xa 即 为 矢量 一 下 和 3 的 分 量 。 与 此 相应 
在 下 列 关 系 式 


— Ss E_ 2 VT 全 


内 , 系数 oaT? 和 BT 必须 相等 。 
由 此 可 见 , 8 二 oaTy 于 是 我 们 得 到 
q—9j=oaTE— yv' 
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最 后 , 按照 (25. 1) 式 , 用 了 和 v7T 表示 这 里 的 已， 于 是 最 后 得 到 下 
面 的 表达 式 : \ 
2 q= (9+aT)j—xvT, (25. 4) 
这 里 引进 了 符号 x 二 y 一 Tolo。 量 < 不 外 是 通常 的 热 导 系数 ， 它 
定 出 电 说 不 存在 时 的 热流 量 。 
应 该 指出 , 导数 地 7 为 正 值 的 条 件 ， 对 于 温差 电 东 数 并 不 加 上 
SO 5 和 (5 人 区 代入 (5 名 区 押 


2 一 人 (和 + + )ap>0， (25. 5) 


ee 

在 上 面 写 出 的 式 子 中 ， 蜡 中 假定 了 当 温 度 不 变 时 压强 (或 密 
度 ) 的 不 均匀 不 会 引起 导体 内 产生 电场 (或 电流 ); 基于 这 一 点 ,在 . 
(25. 2) 和 (25. 4) 式 内 , 没有 写 下 与 vp 成 比例 的 项 。 实 际 上 ， 这些 
项 的 存在 与 粹 增加 定律 相 矛 盾 ， 因 为 在 (25.5) 式 中 被 积 式 内 的 项 
包含 乘积 jYp 和 VTYp, 它们 可 以 有 两 个 正 负 号 ,因而 积分 不 一 定 
-为 实在 正 值 。 

(25. 1) 和 (25. 4) 的 关系 式 本 身 包含 了 各 种 温差 电 效 应 。 我 们 
来 研究 每 秒 内 从 导体 单位 体积 内 放出 的 热量 一 div q。 由 (25. 4) 式 
到 微分 , 我 们 得 到 

Y= —div q=div(xyvT) 十 也 —jy(aT), 

或 者 把 (25. 1) 式 代入 上 式 , 得 到 


Q=div(«xyT) + 并 一 人 ja. (25. 6) 
这 式 子 右 侧 的 第 一 项 与 祁 热 导 率 有 关 ， 而 第 二 人 项 与 电流 的 平方 成 
正比 , 可 以 称 为 焦耳 热 ,在 这 里 , 我 们 威 兴趣 的 是 第 三 项 , 它 包含 特 


殊 的 淄 差 电 效 应 。 
现在 假定 导体 的 粗 分 是 均匀 的 。 于 是 量 a 的 改变 只 与 温度 陡 


- 
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度 有 关 , 因而 可 以 写 为 va=24 SVT 如 果 和 通常 的 请 况 一 术 导体 


本 ee 
兴趣 的 热量 放出 ( 称 为 汤姆 逊 歼 应 ) 等 于 


® 0 9  . 


do 
dr 
量 P 称 为 渴 姆 加 系数 。 应 该 注意 的 是 ， 这 种 效应 和 电流 的 一 欢 宪 
成 正比 ， 而 不 是 和 电流 的 二 次 老成 正比 , 和 焦耳 热 一 样 。 因 此 ， 当 
电流 反 向 时 , 它 也 变 号 。 系 数 P 饶 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 。 如 
果 p 二 0, 旧 在 温度 上 升 方 向 有 电流 流 过 时 , 汤姆 逊 搬 取 正 值 ( 放 出 
热量 ), 而 在 反方 向 流 过 电流 时 , 则 毁 收 热量 ; 如 果 p<<0, 则 关系 倒 
过 来 。 

如 果 电 流通 过 两 种 不 同 金属 的 接触 点 (接头 )， 则 发 生 另 一 种 
热效应 , 称 为 帕 耳 帖 效 应 。 在 接触 面 上 ， 温 度 、 电 势 以 及 电流 密度 
和 能 流 密 诬 矢 量 的 法 向 分 量 都 是 连 绕 的 。 我 们 用 下 角 标 1 和 2 分 
别 表示 属于 两 种 金属 的 量 ， 莽 含 接 触 面 两 侧 的 q (25. 4) 的 法 向 分 
量 相等 , 由 于 9p, 人 和 js 的 速生 性 , 我 们 得 到 


( -x 3 


这 里 取 x 轴 为 接 煞 面 的 法 线 方 向 。 如 果 取 z 轴 的 正方 向 为 从 金属 
1 到 金属 2 的 方向 , 则 等 式 左边 的 表达 式 就 是 1 秒 内 以 热传导 方 
式 从 1 厘米 :接触 面 上 导出 的 热量 。 这 导出 的 热量 补偿 接头 上 所 
放出 的 热量 , 这 热量 由 等 式 右 侧 的 表达 式 表 示 。 由 此 可 网, 接头 每 
一 单位 面积 所 放出 的 热量 (1 秒 内 ) 等 于 

Ja7， 此 处 iz 二 一人 TT(Qg 一 01)o (25. 8) 
量 His 称 为 巾 耳 帖 系数 。 和 渴 姆 尿 效应 一 样 ， 这 效应 也 和 电流 的 
. 一 次 者 成 正比 , 而 当 电 流 反 向 时 变 号 。 应 该 指出 的 是 , 由 耳 帖 系数 


pjv7T， 共 中 p= 一 7 (25. 7) 
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县 有 相 加 性 ， 所 表示 为 等 式 His= Ilis 十 Ilsa， 此 处 的 下 角 标 1, 2,3 
分 别 指 三 种 不 同 的 金属 。 
由 地 较 G25 7) 和 (C25 式 指 明 ， 刘 好 志 系 数 和 由 了 帖 球 数 罗 
的 关系 式 为 


Daz 一 Pi 一 也 (95. 9) 
共 次 ,我 们 来 研究 有 两 个 接头 的 开路 电路 ， 而 且 两 端的 导体 为 
同一 金属 (金属 1, 图 16)。 假 设 接头 (5 点 和 5c 点 ) 的 温度 不 同 ,分 


别 为 Ti 和 了 2, 但 电路 两 端 ( 点 和 da 点 ) 的 还 度 一 样 。 于 是 , 在 两 端 
点 之 问 有 接触 电势 差 ， 称 为 温差 电动 势 , 我 们 用 6 1 表示。 为 了 算 


出 温差 电动 势 ， 假 设 (25. 1) 式 中 的 ee 
j 一 0, 工 对 电路 的 全 长 《xz 轴 ) 积分 万 有 
电场 强度 EE=avT, 于 是 得 到 可- 本 


+ F | a 
8 =|“ 完 民 = Jaar. 
a a 


从 c 到 所 和 从 a 到 4 的 积分 ,表明 在 第 一 种 金属 内 从 温度 Ts 积分 
到 7 而 从 5 到 6 的 积分 表明 在 第 二 种 金属 内 ，d7 从 Ti 积分 到 
了 2。 因 此 , 我 们 求 得 


Ts 
8 | (0 — oa)aT. (25. 10) 
下 


与 (25. 8) 式 比较 , 我 们 看 到 , 温差 电动 势 和 帕 耳 帖 系数 有 如 下 的 关 
系 式 : 


Ts» : 
pe | -7 (25. 11) 


TL 


公式 (25. 9) 和 (25. 11) 称 为 渴 姆 逊 关 系 式 。 


一 人 rr 5 


末了 ， 我 们 写 出 各 向 异性 导体 内 的 电流 和 热流 量 的 公式 。 利 
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用 动力 系数 对 称 原 理 , 和 推导 (25. 1) 和 (25. 4) 式 完全 相似 , 我 们 推 
导出 这 些 公式 为 





B=onjstawmee (25. 12) 


az? 

qi— Pji= Tapsjy CO— kon 3 

式 中 oi 是 电导 率 线 量 Otihk 的 逆 张 量 ; 线 量 oiw 和 1 是 对 称 的 。 但 
在 普通 情况 下 ， 温差 电 张 县 ai 是 非 对 称 和 的 。 


例 题 


设 同 时 存在 电场 . 磁 易 以 及 温 认 陡 诬 ， 就 求 当 电 流 流 过 时 所 发 生 的 各 种 

温差 电磁 效应 柔 数 间 的 关系 式 。 

”” 解 . 解法 和 正文 内 对 温差 电 现象 所 进行 的 先 全 相似 。 在 现在 的 情况 下 ， 
直接 把 它 写成 张 量 形式 较为 便利 ， A 我 们 


把 电流 密度 了 和 热流 密度 q 写 为 | \ 
=a +bin 3 放 ( 去 ) 本 


&-sjzi=en 了 +aw 了 (元 ) 是 (1) 


式 中 全 部 柔 数 都 是 磁场 的 档 数 。 按 有 卓 动力 系数 对 称 原理 , 我 们 得 到 
| aip(H)=ari( —H), dix(H) 一 dzt —H), 


bis(H) =cw(—H). 2) 
把 用 了 和 VT 表示 (1) 式 内 的 EE 和 q 一 p 我 们 得 到 
Bethiet om (3) 


5 aT7 
di— p14= BipIk— “ik Dee? 
式 中 的 张 量 o 5 o B,« 可 以 一 定 的 方式 用 张 量 ww b, c,4 来 表示 , 同时 从 关节 
式 (2), 它 倍 具有 下 列 的 对 称 性 质 : 
了 ti 了) 一 c8(C 一 旺 ?y 
xix(H)=xr( —H), (4) 
Bin(H)=Tan(—H). | 
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这 也 就 是 所 要 求 的 最 普通 形式 的 关系 式 。 这 些 关系 式 推广 了 $ 25 中 没有 磁 
场 时 和 $ 21 中 没有 温度 陡 庆 时 所 得 到 的 关 条 。 
对 于 弱 磁 场 内 的 各 向 同性 导体 , 精确 到 王 的 一 次 项 , 我 们 得 到 


E= -+avr+ RLHI+ NCHYT], (5) 


q—yj=arj—xvT+NTLHI]+LLHVT]. (6) 

式 中 的 cc 和 * 分 别 为 通常 的 电导 奉 和 热 必 率 , & 是 (25.1) 式 内 出 现 的 冀 涛 电 
系数 , 忆 为 堆 耳 有 条 数 , 而 N 也 为 新 条 数 .NLHVYZ] 这 一 项 可 以 看 作 磁 场 对 温差 
电动 势 的 影响 ( 邵 能 斯 脸 效 序 ), 而 LLHVT] 一 项 可 栅 为 磁场 对 热 导 李 的 影响 
( 勒 柱 克 - 里 纪 效 应 )。 

在 两 种 媒质 的 交界 而 上 , 估量 3 和 9q 的 法 向 分 量 是 连 粮 的 ， 加 此 矢量 

一 <VZ 十 cj 十 NTIEDH 十 ZLUHVZ] 

的 法 向 分 量 也 是 连 禾 的 。NZHHjj] 这 一 项 代 玫 磁场 对 帕 丁 帖 效 应 的 影响 ， 称 
为 尼 迁 好 和 森 效 应 。， 

工 秒 内 导体 单位 体积 所 放出 的 热量 为 @= 一 div q。 这 里 必须 把 (6) 式 的 

qq 代入， 然后 用 (5) 式 代替 一 Vy = 下 。 如 果 导 体 的 组 分 是 均匀 的 ， 期 量 a N， 

L.: ` 只 是 温度 的 画 数 ， 于 是 它们 的 陡 谋 与 VT 成 正比 。 在 计算 中 我 们 路 去 了 


所 有 是 的 二 次 项 ; 在 这 种 近似 下 ， 可 以 假设 rot(2 )e rotE=0. 此 外 注意 


到 , 对 外 场 旦 而 首 ( 场 源 在 导体 外 ), 我 们 有 rot H=0@。 最 后 , 和 通常 的 恒定 
电流 的 情况 一 样 , div j 二 0。 注 意 到 这 些 并 释 过 计算 后 ,我 们 得 到 
= 二 +div(xv7) 一 一 TiVa 十 


1 
ee 


最 后 一 项 表示 由 于 磁场 用 现 而 引起 的 渴 旭 撑 效应 的 亚 化 。 


< 2 aN 72) LH VT. 


$ 26。 扩散 电 现 象 


由 于 扩散 现象 的 存在 ， 引 起 电解 质 溶液 内 发 生 一 种 在 固体 导 
体内 观察 不 到 的 特殊 现象 


”同时 我 们 还 略 去 了 了 极 微 弱 的 效应 一 一 电流 本 身 的 磁场 对 热量 放出 的 影响 。 
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为 了 简明 起 见 , 我 们 将 假设 整个 深 液 的 温度 相同 。 同 时 , 我 们 
在 这 里 只 限于 研究 未 被 温差 电 效应 所 复杂 化 的 炖 粹 扩散 电 现象 。 
”代替 溶 液 的 压强 p 和 滤 度 ce， 利 用 压强 和 化 学 势 作为 自 变 
数 更 为 方便 。 在 这 里 我 们 把 《 定义 为 单位 质量 溶液 的 热力 学 势 对 
共渡 论 。 的 导数 (保持 了 和 不 变 ); 这 时 我 们 将 省 度 理解 为 在 给 
定 体积 元 内 电解 质 的 质量 与 淡 体 的 总 质量 之 比 9。 应 该 记 住 , 化 学 
势 不 变 ( 除 了 压强 和 温度 不 变 外) 是 热力 学 平衡 的 条 件 之 一 。 
8 25 所 答 出 的 电场 势 定义 , 在 现在 的 情况 下 应 稍 作 变 更 , 因为 
载 流 子 现在 不 是 传导 电子 , 而 是 电解 质 内 的 离子 。 即 是 说 , 合理 的 


定义 (参半 149 页 的 底 注 ) 应 为 9 一 ( 弹 ) ， 式 中 的 中 是 化 学 势 ， 


而 PP 是 单位 体积 溶液 离子 的 总 电荷 (当然 , 在 取 微分 以 后 ， 由 于 深 
液 是 电 中 性 的 , 必须 合 p= 二 0)。 求 微分 时 保持 质量 潍 度 不 变 , 也 即 
是 保持 单位 体积 内 两 种 正 负 号 的 离子 的 总 质量 不 变 。 

当 存 在 化 学 势 陡 度 时 ， 则 在 电流 密度 的 公式 内 必须 加 入 与 它 
成 正比 的 附加 项 : . 
j=o(E— We (26. a 
这 和 (25. 2) 式 内 的 附加 项 相似 。 下 面 我 们 将 证 明 ， 当 化 学 势 陡 度 
(或 温度 陡 度 ) 保 持 不 变 时 ， j 将 与 压强 陡 度 无 关 , 因而 (26. 1) 式 内 
合 Vp 的 一 项 就 不 存在 名 。 


@ ”通常 的 化 学 势 定义 为 让 = 加 ， 六 = 经 其 中 甸 是 1 训 沙 液 的 热力 学 势 ,而 


ni 72 是 1 克 钦 液 内 已 次 解 物 质 和 溢 剂 的 粒子 数 。 粒 于 数 n1 和 nz 的 关系 为 Wi 
+nzmz 二 1(《mi, m2 是 两 种 粒 于 的 质量 ), 而 潍 度 c= 二 n1m1。 因 此 ， 此 处 引入 的 化 学 势 
5 
£3 9Ponm 3 四 anz Hit 
ac 939c nz cc m1 ms 


@、 但 是 应 落 重 指出 , 当 渡 度 陡 度 不 变 时 ,3 与 压强 陡 度 有 关 : 


VE (5 二 (二 
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.除了 电流 外 ， 我 们 还 必须 研究 同时 发 生 的 电解 质量 的 转移 ,这 
时 必须 注意 ， 当 电 流通 过 溶 泪 时 件 随 发 上 生 宏 观 的 流体 运动 。 出 这 
种 央 观 的 流体 运动 所 转移 的 电解 质 的 质量 流 窗 论 等 于 pcvlv 是 


速度 , P 是 深 液 密度 )。 此 外 ， 电 解 质 的 转移 还 通过 分 子 的 扩散 形 . 


式 进 行 。 我 们 用 宗 表示 这 种 扩散 流 的 密度 ， 于 是 ， 总 流量 密度 为 
pcv 十 i。 不 可 逆 的 扩散 过 程 志 导致 炳 的 壤 加 ; 总 炳 的 变化 巡 度 由 
下 式 得 出 9 


9 av -| 党 or (26. 2) 


和 电流 密度 一 样 ， 扩 散 流 也 可 以 写成 和 ve 的 线性 粗 合 形 
式 , 或 者 是 写成 了 和 VL 的 线性 组 合 形式 。 利 用 动力 系数 的 对 称 性 ， 
这 表达 式 内 的 系数 之 一 可 以 和 (26. 1) 式 的 系数 6 联系 起 来 ， 和 前 
一 节 对 j 了 了 和 q 一 gj oi 灶 果 得 到 


-三 ya vetBi. (26. 3) 
DCV/ pm 


前 面 的 系数 在 这 里 可 用 通常 的 扩散 系数 来 表示 @。 

(26. 1) 和 (26. 3) 式 内 不 可 能 存在 与 压强 陡 度 成 正比 的 项 ， 习 
和 前 一 节 一 样 ,可 从 粮 培 加 定律 得 出 ， 因为 这 样 的 项 会 使 总 炳 的 导 
数 (26. 2) 不 为 实在 正 值 。 

(26. 1) 和 (26. 3) 式 包含 了 从 部 的 扩散 电 现 象 ， 我 们 在 这 里 不 
难 备 说 和 组诗 葵 它们 。 


例 是 


假发 两 在 行 平面 板 (由 同一 金属 4 作成 ) 证 在 电解 质 苹 液 4X 内 。 斌 求 
电流 密 记 和 两 平行 平面 板 间 所 加 的 电势 差 之 疝 的 关系 式 。 


中 这 个 式 于 内 第 二 项 的 推导 参 昌 “过 微 介质 力学 ， 第 二 版 $ 57。 
@ ”如果 节 =0 和 压强 (以 及 温度 ) 保持 不 变 , 我 们 得 到 让 = 一 PPDVC。 
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解 . 当 电 流 流 过 时 , 金属 从 一 个 电极 上 洲 解 , 在 另 一 个 电极 上 淀 积 。 这 时 


洲 剂 (水 ) 是 静止 的 ， 而 流 过 衬 液 的 金属 的 质量 流 密度 为 po= 各 (j 为 电流 
将 度 , 由 和 e 分 别 为 离子 4+ 的 质量 和 电荷 )D 。 另 一 方面 ， 这 质量 流 由 雪 达 
式 i 填 pvc 得 出 , 其 中 主 为 (36.3) 式 。 假 设 流体 内 的 压强 相同 @, 于 是 得 到 方 
程 : 

oDE=|e— 人 -ob GD) 
(z 是 违 接 两 个 电极 方向 的 坐标 )。 因 为 在 游 液 内 , j= 常数 , 由 此 得 到 


Cs 


Ddac 
321 = 大 3 
Je 
式 中 el, cz 是 两 平行 平面 板 面 上 的 恋 度 ,而 1 是 两 板 间 的 距离 。 
两 板 闻 的 电势 差 8 可 从 首 能 量 耗 散 @ (I 秒 内 ) 饮 单 地 求 出 ,这 耗 散 必 须 
等 于 j6 (属于 单位 夯 积 的 板 画 )。 按 照 (26.1) 和 (26.2) 式 , 我 们 有 


Q=7 学 =| 信 十 OP 区 9 Yar= ig 





(2) 


c\dz 
利用 (1) 式 ， 人 


一 一 光一 ,ae aa 二 ) | (3) 
os pay 一 (上 一 | Ci 
由 公式 (2) 和 (3); 就 可 解 册 (在 非 显 式 形 式 下 ) 所 提出 的 问题 。 

如 果 电 流 7 很 小 , 渡 度 差 os 一 c1 也 很 小 。 用 被 积 式 与 cs 一 ci 的 乘积 代 
巷 积 分 , 就 得 到 溶 被 的 有 效 电阻 率 为 


-二 + 二 引 [e-aa-。 让 
1j > 士 万 cl8 ol 2) | - 


(3) 式 的 第 一 项 答 出 由 于 电流 流 过 时 所 引起 的 电势 降 ( 1; )。 第 二 项 是 


由 浴 补 内 的 瀑 度 差 所 引起 的 电动 势 (在 其 种 意义 上 ， 与 温差 电动 势 相 似 )。 后 
一 表达 式 莽 至 和 基体 的 一 雁 阅 题 的 条 件 无 关 , 它 是 “ 恤 差 电池 ”电动势 的 普通 
表达 式 。 


@ 应 夫 住 的 是 , 落 液 内 的 流体 力学 速度 v 这 样 定义 ， 部 pv 为 流体 单位 体积 内 
的 动 最 (参照 “ 连 太 介质 力学 ”第 2 版 8&27)。 因 此 ， 在 现在 的 情况 下 , 只 有 被 效能 的 金 
属 运 动 这 一 事实 , 对 pv 的 计算 并 无 影响 。 

@ ” 估 放 名流 体 运动 所 引起 的 压强 改变 , 将 导致 高 航 小 最 。 
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§ 27。 恒定 磁 声 
描写 物质 内 的 恒定 磁场 是 利用 两 个 麦克 斯 韦 方程 ， 由 把 下 列 
两 个 微观 方程: 
1 2e 


div h=0, rot h 一 十 从 + 人 pv (27. 1) 


求 平 均值 ， 喜 可 以 得 到 这 两 个 方程 。 平 均 磁 场 强度 一 般 称 为 磁 威 
应 强度 , 并 表示 为 


h=B. | 和 Ca7 2) 
因此 ,把 (27. 1 中 第 一 式 求 平 均值 的 烙 果 为 
div B=0. (27. 3) 


在 第 二 -方程 办, 求 盏 均 秆 时 对 时 间 的 导致 朗 为 雳 ,因为 假设 受 平均 磁 


一 一 


rotB=AT pv. (27. 4) 
C 


微观 电流 密度 的 平均 值 ， 一 般 膏 来 ， 无 恰 在 导体 内 或 电介质 
内 , 都 不 为 者。 这 两 类 物质 的 唯一 差别 是 , 在 电介质 内 总 是 


[prat=0, (927.5) 


式 中 积分 对 物体 任意 横 截面 的 总 面积 进行; 但 在 导体 内 , 这 积分 可 
以 不 为 零 。 首 先 我 们 假设 物体 内 (如 果 它 它 是 导体 ) 没 有 总 电流 ， 也 
即 是 假设 关系 式 (37. 5) 成 立 。 

(27. 5) 式 对 物体 的 任何 截面 积分 都 等 于 雳 ， 表 明 矢量 pv 可 、 
以 写成 另 一 矢量 (一 般 表示 为 cMD 的 旋 度 形式 : 
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rr (27. 6) 
而 且 量 M 只 在 导体 内 不 为 雾 (与 8 6 中 类 似 的 讨论 比较 ), 实 际 上 ， 
设 有 一 回路 包 图 导体 并 处 处 在 导体 外 通过 ， 对 这 回路 所 图 成 的 表 
面 进行 积分 , 我 们 得 到 ”. 
|evar= cu M af=c PMa=0. 


矢量 M 称 为 物体 的 磁化 强度 。 把 它 代入 (27. 4) 式 , 得 到 


rot H=0, (27. 7) 
式 中 矢量 H 和 磁感应 强 旗 吾 的 关系 为 
B=H+47rM, (27. 8) 


, 这 式 子 类 似 于 电感 应 强度 D 和 电场 强度 EE 的 关系 式 。 虽然 根据 
与 五 的 类 似 , 通 常 称 矢量 下 为 “磁场 强度 ”， 但 是 应 该 记 住 ， 实际 上 ， 
磁场 强度 的 臣 正 斑 均 值 为 书 ， 而 不 是 HH。 

为 了 阐明 量 M 的 物理 意义 ， 我们 来 研究 在 导体 内 运动 的 全 部 
带电 粒子 所 产生 的 总 磁 甜 。 按 照 税 逢 的 定义 0, 这 即 是 积分 : 

去 | [rrJaz= 吉 | [rrot M]ar. 
因为 在 导体 外 pv 三 0， 因 此 ， 可 从 对 包 图 导体 的 任何 体积 进行 积 
分 。 用 下 列 方式 变换 积分 
| czrvxDJar= 中 [rratM]]- LLMvJrIay. 
对 导体 外 的 面积 分 变 为 零 。 在 第 二 项 办 ,我们 有 
[[MVJr]= 一 M div r 十 M=- 一 2ML 

这 样 一 来 , 得 到 精采 为 


去 |[e.PJar= (war. C27. 9) 


@ 参 始 “ 场 论 ”第 二 版 ，§ 43, 1948。 
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我 们 看 到 , 磁化 强度 矢量 代表 物体 单位 体积 的 磁 竹 @。 

除了 (27. 3) 和 (27. 7) 式 外 , 还 应 该 加 和 大 一 个 联系 卫 和 B 的 关 
系 式 ; 只 有 这 样 , 方程 租 才 成 为 完全 的 , 例如 在 不 太 强 的 磁场 内 的 
非 铁 磁体 中 , B 和 了 H 的 关系 是 禾 性 的 。 在 各 向 同性 物体 内 , 这 种 钱 
性 关系 归 灶 为 简单 的 比例 关系 : 








B= AH | (27. 10) 
条 数 上 称 为 时 而 在 关系 式 M 一 XH 内 的 比例 系数 : 
X= “二 (27. 11) 


则 称 为 磁化 率 。 

与 介 电 常数 s 在 所 有 物体 中 都 大 于 1 相反 ， 磁 导 率 则 可 以 大 
于 1， 也 可 以 小 于 1。 因此 我 们 只 能 肯定 , 总 是 二 0( 关 于 人 与 s 
这 一 差别 的 原因 ， 参 开 § 31; 不 等 式 jw 一 0 的 证 明 ， 将 在 8$ 30 给 
出 )。 与 此 相应 , 磁化 率 X 可 为 正 值 , 也 可 以 为 负 值 ， z 

另 一 个 定量 的 差别 是 ， 丢 大 多 数 物 体 的 磁化 率 要 上 比 它们 的 介 


电 常 数 小 得 多 。 这 种 差别 是 由 于 物质 ( 非 铁 磁体 ) 的 磁化 是 一 芯 和 


次 的 相对 花 效 应 (v 是 原子 内 的 电子 速度 ®@)。 
从 方程 divB=0 和 rotH=0 得 出 (参照 8 6)， 在 两 种 不 同 媒质 

的 边界 上 , 应 满足 条 件 : | 

Bin= Bon, His—= Hs. (27. 12) 


1 





@ 只 有 建立 了 这 关系 式 后 , 量 ME 才 成 为 完全 确定 的 。 物 体内 的 关系 式 (27.6) 
和 和 斩 体 外 的 台 = 0 本身, 都 还 不 能 昔 值 地 确定 这 个 量 , 因为 在 物体 内 部 ,可 忌 在 耻 目 
加 上 一 个 grady 形式 的 矢量 ， 而 不 破坏 笑 式 (27.6)( 比 较 53 真 上 对 电极 化 所 作 的 相 
似 底 注 )。 、 

四 人 


再 次 出 现在 原子 或 分 于 的 元 说 答 内 。 
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这 方程 粗 以 及 其 边界 条 件 ， 在 形式 上 和 自由 电荷 不 存在 时 电介质 
内 的 静电 场 方程 租 相同 ， 所 不 同 的 只 是 分 别 用 于 和 B 代替 了 EE 和 
D 而 已 。 由 于 方程 rotH 二 0, 可 以 求 得 H 的 形式 为 开 = 一 grady， 
对 于 电势 小 , 得 到 和 静电 势 完 全 相同 的 式 子 。 因 此 , 第 二 章 中 所 研 
究 的 一 系列 静电 场 问题 的 解 , 就 可 以 直接 移 用 到 恒定 磁场 上 。 特 别 
是 $8 中 所 得 到 的 均匀 电场 内 介 电 椭 球 的 公式 ， 对 均匀 磁场 内 的 
磁 椭 球 来 襄 , 也 是 完全 正确 的 (只 要 符号 作 相应 的 改变 ) 。 

磁感应 强度 的 切 向 分 量 与 其 法 向 分 量 不 同 ， 在 两 种 媒质 的 边 
界 上 发 生 突变 。 可 以 把 这 种 突变 的 数值 和 表面 的 电流 密度 联系 起 
来 。 为 此 , 我 们 将 (27. 4) 式 的 两 侧 对 小 线 假 Al 积分 , 而 A1 与 分 界 
面相 交 于 法 缕 方 向 。 然 后 今 长度 ^1 趋 近 于 适 ; 但 是 ， 这 时 积分 
ova pr 这 样 得 出 的 量 

| 六 [pvar z (27. 13) 
可 以 称 为 面 电流 密度 ; 它 定 出 单位 时 间 办 通过 表面 上 单位 长 线 办 
的 电荷 。 我 们 选择 表面 上 某 一 点 处 的 总 方向 作为 y 轴 ， 选 择 法 线 


人 并 从 媒质 1 指 向 媒质 2。 于 是 由 积分 (27. 4) 式 ， 
得 到 





Do 37 oo ew 


由 于 Bs 的 连 种 性 , 导 数 所 2 为 有 限 的 , 因此 当 线 段 A1 趋 近 于 堆 
ax 





时 ， 积分 也 趋 近 于 需 。 
因此 ， 








这 筹 式 可 以 写成 矢量 形式 : 
Tg=[n, B 一 Bi 一 4r[m Me 一 Mi]， (27. 14) 


=- 
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式 中 nn 是 法 镜 方 向 的 单位 矢量 , 其 方向 指向 媒质 2 内 部 ; 在 后 一 变 
换 中 , 我 们 已 把 王 的 切 向 分 量 的 连 禹 性 考虑 在 内 。 


$ 28 晶体 的 磁 对 称 性 

晶体 的 电 性 质 和 磁性 质 有 着 重大 的 差别 ， 这 是 由 于 电荷 和 电 
流 对 时 间 变 号 的 行为 有 所 不 同 。 

大 家 知道 ,由 于 运动 方程 对 时 癌变 号 的 不 变性 , 因此 , 对 物体 

的 某 一 热力 学 平衡 态 ,形式 地 以 一 上/ 代替 t 所 得 到 的 状态 , 也 必然 
是 可 能 的 平衡 态 之 一 。 由 此 产生 两 种 可 能 性 : 以 一 上 代 换 ,t 后 得 到 
”的 状态 或 者 和 原来 的 状态 相同 , 或 者 不 相同 。 
在 本 节 内 ,我 们 用 p(x, y, z) 和 jCz,y,z) 表 示 卓 体 每 一 点 处 只 
”对 时 间 平 均 得 到 的 趴 正 (微观 ) 电荷 密度 和 电流 密度 (不 是 像 宏观 
理 其 一 样 , 对 物理 无 限 小 体积 求 平 均 了 )。 这 也 就 是 分 别 确定 晶体 
的 电 千 构 和 磁 精 构 的 画 数 。 

以 一 t 代 换 #1 时 改变 j 的 正 负 号 ， 如 果 这 样 代 换 后 物体 的 状 
态 不 变 ， 则 表明 j= 一 ji， 也 就 是 1 一 0。 由 此 可 见 ， 这 也 就 是 画 数 
i(z, y,z) 严格 地 为 雳 的 晶体 所 以 存在 的 原因 。 在 这 种 晶体 内 ， 除 
了 电荷 密度 为 雾 外 ， 物 体 每 一 点 处 的 平均 磁场 和 磁 撼 ( 对 时 间 平 
均 ) 也 严格 地 等 于 需 ( 当 然 此 处 所 指 的 都 是 没有 外 磁场 时 的 物体 状 
态 对 于 这 种 晶体 ， 我 们 称 它 为 没有 "“ 磁 粘 构 "的 晶体 。 实 际 上 ， 
经 大 多 数 的 蝇 体 都 是 属于 这 一 类 。 . 

以 一 t 代 换 1 时， 电荷 密度 一 eg 
原因 使 这 画 数 恒 等 于 需 。 换 句 话说 , 不 存在 没有 “ 电 千 构 ” 的 晶体 。 
这 也 就 是 上 面 所 提 到 的 晶体 的 电 性 质 和 磁性 质 之 阅 的 重大 差别 。 

”现在 我 们 来 研究 以 一 上 代 换 t 后 状态 改变 因而 j 六 0 的 晶体 。 
我 们 将 把 这 种 晶体 称 为 “ 磁 结 构 "” 的 晶体 。 
首先 我 们 注意 到 , 尽管 j 不 等 于 需 ， 但 在 物体 的 乎 衡 状态 下 ， 
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不 可 能 存在 任何 总 电流 , 也 即 是 对 元 晶 胞 体积 的 积分 | jaF 时 必须 
恒 为 雳 。 否 则 , 这 电流 产生 宏观 的 磁场 , 因而 点 体 将 具有 随 物 体 线 
度 培 加 而 迅速 结 加 的 磁 能 (每 单位 体积 的 )。 由 于 这 种 状态 在 能 量 
上 是 不 利 的 , 因此 , 十 分 显然 , 它 不 相应 于 热力 学 平衡 状态 。 

但 是 , 电流 j 可 以 产生 不 为 零 的 宏观 磁 答 ,也 即 是 积分 |[rj]ar 
可 以 不 为 老 (再 对 元 晶 胸 体积 积分 )。 与 此 相应 ， j 夫 0 的 晶体 可 以 
分 为 两 类 : 宏观 磁 第 不 为 需 的 晶体 和 安 观 磁 扎 为 老 的 晶体 。 
种 晶体 称 为 铁 磁体 , 而 第 二 种 晶体 称 为 反 铁 磁体 。 

电流 j 分布 的 对 称 性 ， 可 以 直观 地 看 作 晶体 内 各 原子 磁 算 的， 
排列 和 取向 的 对 称 性 。 若 j=0， 则 表明 各 磁 矩 随时 间 改 变 取 向 完 
” 双 是 无 序 的 , 于 是 ， 每 个 磁 托 的 平均 值 变 为 雳 。 在 铁 磁 体内 ， 原 子 
磁 扎 向 某 一 方向 的 取 商 占 优势 ， 因 而 在 每 一 晶 胞 内 产生 不 为 老 的 
总 磁 矩 。 最 后 , 在 反 铁 磁体 中 , 奉 均 原子 磁 扰 不 为 需 ; 也 名 是 取向 是 
有 规则 的 , 但 在 每 一 晶 胞 内 , 它们 互相 插销 了 。 

于 是 产生 了 有 关 电 流 j(z, g% z) 分 布 的 对 称 性 的 可 能 类 型 ( 群 ) 
得 题 。 这 种 对 称 性 首先 包含 通常 的 要 素 一 一 转动 .反射 和 平移 ,与 
此 相应 , 在 j 的 各 种 可 能 对 称 群 中 , 总 共有 230 种 普通 的 结晶 学 的 
空间 对 称 群 ,但 是 , 这 远 远 地 没 有 包括 全 部 待 研究 的 对 称 群 。 如 上 
面 已 指出 的 , 以 一 t 代 换 t 时 矢量 j 改变 正 负 号 ; 由 此 产生 新 的 可 
能 的 对 称 要 素 一 -对 电流 反 向 变换 的 对 称 性 ; 一 般 用 忆 表 示 这 种 
变换 . 如 果 电 流 分 布 本 身 具有 刃 的 对 称 要 素 , 则 表明 j= 一 j, 也 即 是 
i 二 0, 因而 晶体 一 般 不 具有 磁 千 构 。 但 是 不 为 雳 的 夯 数 j(z,y, z)， 可 
以 对 已 变换 与 其 他 对 称 要 素 一 一 转动 .反射 和 平移 一 -的 各 种 租 合 
是 对 称 的 。 由 此 可 见 , 确定 电流 分 布 的 对 称 性 的 可 能 类 型 (“ 磁 空间 
群 ”) 的 则 题 , 在 于 构成 各 种 可 能 的 对 称 群 , 这 些 群 不 仅 包含 普通 空 
问 群 内 的 变换 , 而 且 也 包含 由 普 道 变换 与 及 变换 租 合 而 成 的 变换 。 
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如 果 电 流 分 布 的 对 称 性 已 知 ， 则 我 们 节能 求 出 给 定 晶 体 锥 粒 
子 排列 的 晶 轴 对 称 性 , 这 种 晶 轴 对 称 性 和 西数 pCz, y,z) 的 对 称 性 
相同 。 如 果 形 式 地 假定 尺 变 换 是 恒 同 的 (应 用 到 画 数 P 上 , 即 是 这 
樟 )， 则 从 了 的 对 称 群 得 到 的 空间 对 称 群 ,将 完全 决定 粒子 排列 的 

唱 轴 对 称 性 。 

”但 是 , 如 果 我 们 威 兴趣 的 只 是 晶体 的 宏观 性 质 , 那 末 就 无 须知 
道 画 数 j(z, yz) 的 人 至 部 对 称 群 。 晶 体 的 宏观 性 质 只 与 晶体 内 的 取 
向 有 关 , 而 晶体 点 阵 的 平移 对 称 则 与 它 无 关 。 大 家 知道 , 从 纯粹 的 
晶体 精 构 观点 看 来 ,有 32 种 唱 类 具有 “方向 对 称 性 "。 这 是 由 炖 料 
的 转动 和 反射 构成 的 对 称 群 ; 如 果 在 空间 群 内 假定 全 部 平移 是 恒 
同 变 换 , 而 把 螺旋 轴 和 滑 移 面 看 作 简 单 的 对 称 轴 和 对 称 面 , 则 从 这 
” 些 实则 群 即 可 得 到 上 述 的 对 称 群 。 从 磁性 质 观点 看 来 ， 宏 观 对 称 
性 应 按 转 动 . 反 射 和 它们 与 且 要 素 的 粗 合 而 构成 的 群 来 分 类 。 这 些 
群 可 以 称 为 磁性 晶 类 。 它 们 和 磁 空 间 群 的 关系 ， 与 普通 晶 类 和 普 
通 空间 群 的 关系 一 样 。 

磁性 晶 类 首先 包括 32 种 附 且 要 素 的 普通 虞 类 和 32 入 没有 
R 要 素 的 晶 类 。 前 一 种 晶 类 特别 是 没有 磁 硅 构 的 至 部 晶体 的 宏观 
对 称 群 。 但 是 有 磁 精 构 的 晶体 也 可 能 有 这 种 对 称 类 。 为 此 ， 呈 要 
索 不 能 单独 包含 在 这 种 晶体 的 磁 空 间 对 称 群 内 ， 而 必须 与 平移 要 
素 租 合 起 来 。 

此 外 有 58 种 晶 类 , 其 中 五 要 素 只 与 转动 或 反射 组 合 。 如 果 用 
一 恒 同 变换 代替 , 则 其 中 每 一 晶 类 都 转变 成 普通 晶 类 @。。 

@ 这 些 晶 类 与 A.B. 舒 布 尼 科 夫 首先 发 强 的 有 两 种 额 色 的 男 的 几何 图 形 (多 而 
体 ) 对 称 群 是 同 晶 的 ( 舒 布 尼 科 夫 称 为 “混合 极 化 群 ”)。 民 要 来 想 应 于 改变 各 面额 色 的 
变换 [参阅 A. B. HIyY6HFKOB， Camrterpz 下 AHTHCHMMeETPHA KOHEIHEFX Puryp (有 
限 匿 形 的 对 称 与 到 对 称 )， 和 苏联 科学 横 出 版 福 , 19o1]。 这 些 晶 类 作为 晶体 磁性 对 称 群 
的 直接 推导 , 已 由 B.A. 塔 夫 格 尔 和 B. M. 扎 依 采 夫 烙 册 ( 汪 9TE 30, 564, 1956 )。 

磁 崇 间 群 总 共有 1651 种 。 其 和 的 导 方法 (作为 舒 氏 群 ) 参半 互 .B. 只 格 夫 、 H.H. 涅 


罗 庄 夫 .T. C. 斯 米尔 谐 夫 的 论 交 [ 蝇 体 研究 所 从 刊 ,11, 33(1955)] 和 和 A.M. 扎 莫 尔 扎 耶 
未 的 坊 六 DAPaeross0rDaby 292,15(1857)1。 . 
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‘应 该 指出 ， 磁 精 构 的 产生 ( 铁 磁体 或 反 铁 磁体 ) 常 常 包含 比较 
弱 的 相互 作用 @。 因 此 ， 磁 性 物体 的 晶体 粘 构 , 与 非 磁化 相 的 晶体 
灶 构 相 上 比较, 只 是 代表 一 种 小 的 畸变 , 而 温度 降低 时 非 磁化 相 常 党 
变 成 磁化 相 。 在 这 方面 铁 磁体 特别 不 同 于 普通 热电 体 ， 而 和 铁 电 \ 
体 相 类 似 。 

知道 了 一 晶体 的 磁 晶 类 ， 就 可 以 确定 晶体 宏观 磁性 质 的 特征 ， 
其 中 最 重要 的 是 存在 或 不 存在 宏观 磁 逢 ， 即 存在 或 不 存在 自发 磁 
化 ( 波 有 外 场 时 ), 磁 年 M 为 一 矢量 , 它 在 转动 和 反射 变换 时 的 行为 
和 轴 矢 量 (两 极 矢量 的 矢 积 ) 一 样 , 而 在 及 变换 时 改变 正 负 号 。 如 果 
晶体 内 有 一 个 方向 在 这 方向 上 的 具有 上 述 性 质 的 矢量 M, 在 给 定 
` 磁 晶 类 的 各 种 变换 下 保持 不 变 , 则 这 种 晶体 就 具有 自发 磁化 强度 。 

` 必须 再 着 重 指出 它 与 宏观 电 性 质 的 差别 。 后 者 的 特征 完全 由 
普通 晶 类 决定 。 特 别 是 要 使 晶体 成 为 热电 晶体 ， 只 须 这 种 晶 类 容 
许 存 在 极 化 矢量 P ( 电 托 )。 如 果 根 据 轴 矢量 M 对 给 定 晶体 的 纯 炉 
结构 ( 非 磁 化 ) 唱 类 的 各 种 变换 所 有 的 行为 ， 来 推断 存在 或 不 存在 
宕 观 磁 撼 , 则 完全 是 不 正确 的 。 

为 了 举例 棕 明 ,我 们 来 研究 由 相同 原子 粗 臧 的 正方 品 体 点 障 ， 
原子 的 磁 秆 方向 平行 于 正方 轴 @。 它 的 磁性 晶 类 包含 一 个 四 次 加 
0 二 个 与 五 变 换 租 合 而 成 的 二 次 击 (CS 及 和 CS 本 一 个 与 。 
轴 垂 直 的 对 称 平面 2 和 二 个 与 R 变换 租 合 而 成 的 对 称 平 面 
(oR oR)。 这 种 群 容许 存在 矢量 M, 其 方向 平行 于 正方 轴 。 如 
果 用 1 代替 三 Rs 也 即 是 唱 类 Duan。 这 种 晶体 


0 原 于 磁 炬 间 芍 交换 相互 作用 通 党 使 价 名 净 于 怨 和 ， 形成 非 磁性 精 构 。 只 有 站 
严 列 夫 周 期 超过 污 族 内 的 元 素 , 共 原 于 内 位 置 较 深 的 @& 层 入 层 的 电 于 的 比较 乙 的 奖 
换 相 互 作用 , 才 形 成 磁 苛 构 。 

@ 例如, 铁 的 铁 磁 相 晶体 点 阵 就 是 如 此 。 从 晶体 关系 方 面 看 来 它 代 家 县 小 
病变 的 立方 昌 体 点 阵 ( 沿 一 个 四 次 亢 发 生 政 变 )。 
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本 身 不 容许 存在 轴 矢 量 M( 因 为 分 别 在 平面 cf ay ea) 内 反射 
时 , 其 分 量 Mo。 以 ,, Mz, 改变 正 负 号 )。 

自发 宏观 磁 矩 不 为 零 的 晶体 性 质 ( 铁 磁体 )， 将 在 第 五 章 内 属 
短 计 论 。 在 其 余 晶 体内 ，B- 和 HH 的 关系 是 线性 的 (在 不 太 强 的 
场 内 ): . 

万 ;一 pipH hp, (28. 1) 

这 关系 式 不 包含 自由 项 。 磁 导 率 张 量 jvis 是 对 称 的 , 这 从 下 面 $ 30 
内 导出 的 热力 学 关系 式 , 可 以 推 知 这 种 情况 ,其 方式 和 8 13 内 证 明 
张 量 si 的 对 称 性 完全 一 样 。 

我 们 还 应 提 到 两 种 在 原理 上 可 能 存在 的 现象 。 共 中 一 种 是 
“ 压 磁 现象 ”, 即 在 晶体 的 磁场 和 形变 之 现存 在 线性 关系 (类 似 于 压 
电 体 一 -参阅 $ 17)。 另 一 种 现象 是 物质 内 的 磁场 与 电场 之 奖 存在 
线性 关系 。 例 如 ， 由 这 种 关系 可 以 引起 物质 内 产生 与 电场 成 正比 
的 磁化 作用 了 。 这 两 种 现象 可 能 存在 于 某 些 磁 对 称 晶体 内 。 但 是 
我 们 在 这 里 不 准备 对 它们 作 深 入 的 研究 , 因为 到 目前 为 止 , 看 来 还 
未 在 任何 物质 中 观察 到 这 两 种 现象 。 
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”如 果 导 体内 有 不 为 震 的 总 电流 流 过 ， 则 导体 内 的 平均 电流 窗 
度 可 以 写成 相 加 的 形式 : 
pv 一 rot M +i. 
第 一 -项 来 自 媒 质 的 磁化 ， 它 对 总 电流 没有 贡献 ， 因此 通过 导体 横 截 
面 上 的 总 电荷 转移 , 只 决定 于 第 二 项 的 积分 |jdf。. 量 j 称 为 传导 电 
流 密度 @9。8$ 20 内 的 计 葵 即 是 指 这 种 电流 而 阁 ; 特别 是 单位 时 间 
”@ 这 种 类 型 的 二 次 效应 , 在 原理 上 惹 至 在 各 向 同性 晶体 两 也 应 存在 ， 但 由 于 数 
值 很 小 , 因此 没有 什么 意义 。 
@ 量 c rot M 有 时 称 为 分 于 电流 窗 度 。 但 是 这 一 名 一 不 完全 符合 于 导体 内 电荷 


运动 的 实际 物理 图 像 。 例 如 在 金属 内 ,对 磁化 强度 .LK 有 责 献 的 不 但 有 了 原 于 内 运动 的 电 
于 ;而且 也 有 传导 电子 。 
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邦 单位 体积 内 所 耗 散 的 能 量 等 于 Ej。 

电流 j 在 导体 体积 内 的 分 布 , 由 $ 20 内 的 方程 得 出 , 这 些 方程 
内 没有 包含 电流 ;所 产生 的 向 场 〔 假 设 略 去 场 对 金属 电导 率 的 影 
响 )。 因 此 , 确定 电流 的 磁场 问题 ， 必 须根 据 该 电流 的 分 布 情况 来 
解决 .这 种 场 方程 和 8 27 内 所 得 到 的 场 方程 不 同 的 地 方 ,是 (27. 7) 
的 右边 有 一 项 人 "jj 而 不 是 敌 : 

divB=0， (29. 1) 


jot H= 人 ji (29. 2) 


传导 电流 密度 j 与 电场 强度 成 正比 ， 是 一 个 不 会 成 为 无 穷 大 的 有 
”限量 , 特别 是 在 两 种 媒质 的 交界 面 上 。 因 此 , (29. 2) 式 右边 出 现 的 
项 , 着 不 影响 H 的 切 向 分 量 为 连续 的 边界 条 件 。 
， 为 了 求解 (29. 1) 和 (29. 2) 式 ， 最 方便 的 是 引入 所 性 矢 势 A， 
即 令 
B=rot A, (29. 3) 
千 果 (39. 1) 式 恒 被 满足 。 由 等 式 (29. 3)， 还 不 足以 唯一 地 决定 和 
势 。 我们 可 以 再 添上 一 个 graaf 形式 的 矢量 , 这 并 不 会 破坏 (29.3) 
式 。 由 于 这 种 非 单 值 性 , 可 以 在 A 上 加 一 个 附加 条 件 ， 即 选择 
divA=0. . (29. 4) 
把 (29. 3) 代 入 (29. 2) 内 ， 就 得 到 A 的 方程。 在 马 = AH 的 入 性 关 
系 下 , 我 们 有 
rot (FA) ” 、(29. 5) 
写成 这 种 形式 以 后 ， 这 一 方程 对 任何 不 均匀 媒质 都 是 适用 的 。 
在 均匀 媒质 内 ， 内 = 常数 ， 因 为 rot rot A = raddiv A AA = 
一 一 AA, 因此 (29. 5) 式 变 为 
AA=— Tp : (29. 6) 
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如 果 我 们 有 磁 导 率 人 不 同 的 下 相 接触 的 丙种 以 上 媒质 ， 则 在 
每 一 种 均 色 媒质 内 , 普通 方程 (29. 5) 都 变 成 (29. 6) 的 形式 , 而 在 它 
们 的 边界 面 上 ， 必须 满足 矢量 (去 )rot A 的 切 向 分 量 为 连续 的 条 体 。 
此 外 ， 矢 量 A 本 身 的 切 向 分 量 也 必须 为 连续 的 , 因为 它们 的 突变 
表明 磁感应 强度 马 在 边界 上 变 成 无 穷 大 。 

如 果 在 一 个 方向 上 (我 们 取 它 为 x 轴 方 向 )， 媒 质 为 均匀 而 无 
限 的 , 则 求 这 种 媒质 内 的 平面 磁场 半 题 , 可 使 场 方程 大 为 简化 ， 而 
且 产 生 磁 场 的 电流 也 处 处 指向 z 轴 方 向 ， 这 时 电流 密度 js= 
是 zy 的 画 数 。 自 然 可 以 假设 (已 由 实验 证 实 ) 这 种 场 的 和 失势 也 指 
向 z 轴 : As=A(x, 9) [条件 (29.4) 这 时 自动 满足 ]， 而 磁场 相应 地 
处 处 与 ty 平面 平行 。 我 们 用 k 表 示 z 轴 上 的 单位 矢量 ,于 是 有 

-rot A=rot Ak = [grad Ak), 


ot 十 rotA)= | [至 k||- - kaiv YA. 


因此 ;方程 (29. 5) 变 成 


div S20 一 一 人 jos y), (29. 7) 


a 
“ 抉 状 均 匀 ” 的 媒质 , 则 (29. 7) 式 变 成 


z AA=— {Tp i (29. 8) 
边界 条 件 是 4 和 二 34 在 分 界面 上 为 连 种 的 9。 


”@ 我 们 注意 到 , 求 平 面 的 恒定 磁 刀 问题 ;相当 于 求 电 介质 内 密度 为 p 村 (zy 2 的 
这 电 葡 所 产生 的 电场 的 平面 个 虽 学 问题 。 后 一 骨 题 要 求解 方程 
div(E grad 9)= —4rp¥ 


总 为 锡 势 ), 它 与 (29.7) 式 不 同 只 是 分 别 用 9， Ap 区 二 代 蔡 了 4 二 三 , x。 和 4 和 9 的 边界 


条 件 也 是 相同 的 。 但 是 ， 按 照 p 或 4 分 别 求 二 或 BB 时 ， pe 在 每 一 点 处 ， 
其 量 E= 一 grad 9 和 B=rot A 前 铬 对 值 相 辣 ， 但 方向 互相 和 于 让 。 


170 第 四 章 “恒定 磁 电 

如 果 电 流 分 布 对 2 轴 是 对 称 的 : js 一 j(7) (7 是 至 z 轴 的 距 . 
En 则 磁场 可 以 非常 简单 地 求 出 。 显 然 , 在 这 种 情况 下 ， 磁力 线 为 
7 一 常数 的 一 族 故 。 磁 场 的 移 对 值 直接 由 下 起 得 出 : 


PHd= 秃 |ji (29.9) - 
这 个 式 子 就 是 (29. 2) 式 的 积分 形式 。 因 此 : 
Hlr 0 : (29' 10) 


式 中 Jr) 是 流 过 一 常数 的 圈 内 的 总 电流 。 
如 果 贺 电流 的 分 布 是 轴 对 称 的 ， 也 即 是 如 果 在 柱 面 坐标 ,9， 
z 内 电流 分 布 的 形式 为 
jr 二 jz 三 0, jo= jr z)), 
则 也 可 以 把 矢量 方程 (39. 5) 化 成 标量 方程 。 我 们 现在 来 求 出 矢 势 
为 4,=4s=0, As 一 A(7,z)。 这 时 ,磁感应 B=rot A 的 分 量 为 


94 并 QU 二 
B;, = 27 Bz 本 3 区.40)， Be D， 
而 (29. 2) 式 的 了 分 量 纶 出 
1 .294 9 
玫 吉 疾 )+ 如 (丰台 "4)- 一 委 j(r,2) 29.11) 


设 在 一 种 重要 的 情况 下 , 可 以 忽略 媒质 的 磁性 质 , 也 即 是 可 以 
处 处 合 凤 =1 则 电流 的 磁场 方程 就 可 在 普通 形式 下 解 出 。 这 时 得 
到 全 部 空间 内 的 矢 势 方程 为 

AA—— Aj, \ 
对 不 同 媒 质 的 分 界面 (包括 有 电流 流 过 的 导体 面 )， 没有 加 上 任何 
附加 的 条 件 。 大 家 知道 , 这 个 方程 的 解 为 0 
_1rj . 
A= 革 | 支 ap， (29. 12) 


中 会 开 “ 场 论 ” 第 二 版 ,§ 42。 
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它 在 无 穷 远 处 变 为 堆 , 式 中 五 是 从 我 们 求 出 .A 的 点 (观测 点 ) 至 体 
” 积 元 杰 的 距离 。 把 rot 作用 到 这 个 式 子 上 ， 应 芒 刀 住 ， 被 积 式 记 
必须 对 观测 点 的 坐标 求 微分 (j 与 观测 点 坐标 无 关 ), 于 是 


We We 0 
式 中 什 径 矢量 屎 的 方向 从 dy 指向 观察 点 。 出 此 可 兄 
” Vag TT FR] 
B=-H= 二 | 六 7， (29. 13) 


如 果 电 流 流 过 的 导体 是 非常 组 的 ( 罗 导 线 )， 而 我 们 威 兴趣 的 ， 
只 是 导体 周围 的 磁场 , 则 导体 的 厚度 可 以 忽略 不 车。 以 后 我 们 将 径 
常 把 它 看 作 黎 电 流 。 在 这 种 情况 下 , 对 导体 体积 的 积分 , 就 可 以 代 
以 对 共 色 路 的 积分 。 即 是 镜 电流 的 公式 , 可 从 体 电流 的 公式 得 到 ， 
只 要 在 体 电流 的 公式 内 作 下 列 代 换 : 

| jaV ——>J dl, 
式 中 J 是 流 过 导体 的 总 电流 。 例 如 , 从 (29. 12) 和 (29. 13) 式 , 我 们 
得 到 
= 艺 | 且 ， H- 工 Co (29. 14) 
第 二 个 式 子 就 是 所 性 的 毕 奥 - 莫 瓦尔 定律 。 

线 电 流 磁 场 的 这 种 简单 公式 , 并 不 是 由 于 /= 1 的 假定 。 因 为 
我 们 已 忽略 了 导体 的 粗 度 ， 因 此 对 它 的 表面 不 必 加 上 任何 边界 条 
件 , 而 导体 材料 的 磁性 质 一 般 是 不 重要 的 (甚至 可 以 是 铁 磁性 的 )。 
' 这 样 一 来 , 对 于 导体 周围 媒质 内 的 场 , (29. 6) 式 的 解 为 
A- 作 |， B- 各 | (29. 15) 


这 个 解 当 媒质 的 磁化 率 为 任何 值 时 都 适用 。 于 是 ， 媒 质 的 存在 只 
是 使 磁 丰 应 强度 改变 上 倍 ， 而 磁场 强度 HH 一世, 一 般 不 发 生变 化 。 
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求 线 电流 的 磁场 问题 , 也 可 以 作为 势 论 间 题 来 解决 ,因为 我 们 
忽略 了 导体 的 体积 ， 因 此 实际 上 所 求 的 是 没有 电流 的 空间 内 的 场 
(除开 奇异 嫉 一 一 克 电 流 一 一 外 )。 但 是 , 当 电 流 不 存在 时 , 恒定 磁 
场 具有 满足 均匀 媒质 内 拉 普 拉 斯 方程 的 标 势 。 但 是 ， 磁 场 势 和 一 
电势 之 问 存 在 重大 的 差别 。 电 场 势 总 是 单 值 夯 数 ， 这 是 因为 在 整 
个 空间 内 (包括 有 电荷 的 区 域 ), rot 刁 =0， 因 而 磅 任何 封闭 过 路 一 
周 ( 即 记 沿 达 迎 路 循环 一 次 ) 的 电势 变化 等 于 零 。 但 磁场 缮 包围 


弹 电 流 的 凶 路 循环 一 周 并 不 为 慌 ， 而 等 于 42。 所 以 磅 电流 杰 一 . 


周 后 ， 磁场 势 值 即 改变 这 一 数值， 也 即 是 襄 ， 磁场 势 是 多 值 画 数 。 
如 果 电 流 系 统 集 中 在 空间 的 一 有 限 区 域内 (而 在 媒质 和 导体 
内 , j= 1)， 则 在 离 它 很 远 处 ， 磁场 的 舌 势 为 
_ {AR] 








Rs ? (29. 16) 
式 中 - N= Pi (29. 17) 
为 茂 系 巧 的 总 磁 年 @。 
对 和 线 电 流 而 言 , 这 表达 式 变 为 
A 六 中 Cr dal) 


而 且 可 以 把 它 变 换 为 对 电流 通路 所 包围 的 面积 的 积分 。 乘 积 
杂 = 去 rd] 的 绥 对 值 ， 等 于 由 矢量 r+ 和 dl 所 图 成 的 三 角形 的 面积 


元 的 面积 。 但 矢量 积分 分 二 与 治 忆 一 表面 ( 浊 路 所 包 图 的 ) 进行 各 
分 无 关 。 于 是 , 闭合 线 电 流 的 磁 矩 等 工 


@“ 佐 阅 < 扬 论 ”第 一 挨 $ 43。 在 那里 的 推导 中 , 显 式 地 利用 了 电流 是 带电 质点 的 
运动 这 一 概念 。 当 然 这 种 的 导 是 非常 普 副 的 , 但 是 利用 芋 粹 的 宏观 矿 法 。 也 可 以 得 到 
(29.16) 式 (参阅 本 忆 第 4 题 )。 


’ 
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人 “at. (29. 18) 


特别 是 , 对 于 平面 闭合 线 电 流 , 破 逢 简单 地 等 于 “2 共 中 心 是 电流 


所 包 图 的 平面 部 分 的 面积 。 

末了 ， 我 们 研究 一 下 导体 内 的 能 流 间 题 。 导体 内 所 耗 散 的 能 
量 (以 焦耳 热 的 形式 耗 散 ) 由 电磁 场 的 能 量 来 补充 。 在 稳定 状态 
下 ;表示 能 量 守恒 定律 的 “连续 性 方程 ”为 


‘div S= jE, z (29. 19) 
式 中 S 为 能 流 密 弃 。 在 导体 内 ,能 流 密度 的 表达 式 为 
S=-_2 [IEH]J， (29. 20) 
47r . - 


.这 个 式 子 在 形式 上 和 芮 空 内 场 的 坡 印 廷 矢量 的 表达 式 相 同 。 这 由 
直接 验算 容易 证 明 ， 即 利用 rot 王 一 0 和 (29. 2) 式 计算 div S, 就 可 
得 到 (29. 19) 式 。 

如 果 考 虑 到 至 ;, 和 H; 的 连续 性 和 (29. 20) 式 在 导体 外 的 医 空 ， 
内 也 是 正确 的 ， 则 从 导体 表面 上 S 的 法 向 分 量 为 连 入 的 这 一 明显 
条 件 , 也 可 单 值 地 得 到 (29. 20) 式 , 而 与 上 面 的 推导 无 关 。 


全 是 中 
“ 工 献 求 明 合 线 电 流 的 秦 场 约 标 势 。 
解 : . 把 禄 积分 变换 为 对 通路 所 转 成 的 面积 的 积分 , 得 到 


A-Z9% -Ta 


“J 1 
py | (afy)v 去 


(变换 时 必须 考虑 到 A 翅 = 0), -5B = 一 graae 比较 , 我 们 求 得 标 势 为 


@ 在 1 一 4 题 内 ,假定 n=1。 
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J CE R 
C R3 “ 
式 中 的 积分 , 从 儿 何 意义 上 脱 ， 代 表 角 路 在 场 观察 点 处 所 张 的 立体 角 口 。 上 
面 提 到 的 标 势 的 多 值 性 表现 为 ， 当 观察 点 描 一 包含 导 钱 的 阴 合 线路 时 , 立体 
角 吕 达到 2v 后 改变 正 负 号 , 变 成 一 2r。 

2. 栈 求 图 形 线 电流 (中 径 a) 的 磁场 。 

解 .选择 柱 面 坐 标 条 7, 9, * 的 原点 在 图 心 上 , 9 角 从 穿 过 * 轴 和 场 观察 
点 的 平面 算 起 。 于 是 矢 势 只 有 分 量 4e= 4(r 2), 而 按照 (29. 14) 式 ， 我 们 有 


4 = 二 中 sossal 27 Ee dy 
”ce ER CJ(a2: 二 92 十 22 一 207cosg)LU2。 





=- 艺 |atv 元 = 一 


H = 十 26; 引 进 新 变数 6 于 是 可 以 把 上 式 代为 
47 fa 12 
4 -2)e-5] 


4ar 
《5 十 7 十 22? 


而 和 和 卫 是 第 一 种 和 第 二 种 完全 炳 如 积分 : 


式 中 


£, 下 


2 
i 。 ag i 
FIJI ?VI na 
. ”人 人 





于 是 我 们 求 得 感应 分 量 为 
二 __ 34e。_ 了 . 22 C2 二 7? 十 2z2 ， 
Boe=0, B. 2g ee rv Cg 于 7 十 2 | K Ca-r)3 + | 


ge 2 
了 :一 元 (74e) 一 艺 已 “ET Tl rir | 

式 中 我 们 会 利用 了 很 容易 验证 的 公式 : 

ak _ _E EK ab _ 五 一 E—K 

ak EK(l—k2) ke?” ‘akg KE 
在 轴 上 (=0) 
2ra?J 
cla? 十 22 )3/2? 
这 用 彻 等 的 直接 计算 , 也 可 以 得 到 。 

3. 试 求 无 限 摊 粕 形 导体 内 柱 形 小 孔 内 的 磁场 ,导体 内 流 过 的 电流 均匀 分 


B,= 0, B,= 
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布 于 导体 截面 上 (图 17)。 
解 . 如 果 柱 体内 没有 小 孔 ， 


则 柱 体 内 的 场 等 于 

H's= —2rjy/c, Hy=2rjz/c 
(坐标 线 庆 和 坐标 轴 的 符 号 如 
图 17 所 示 )。 


如 果 内 柱 体 上 流 过 的 电流 
密度 为 一 j， 则 它 在 同一 观察 点 
处 所 产生 的 场 为 | 
H’"=2rjy'/ce, Hy=—2rir'/e. 
把 这 两 个 场 严 加 起 来 , 就 得 到 小 
孔 内 的 场 。 注意 到 z 一 必 =OO' 一 hh, y= ， 我 们 得 到 

2hJ 
(b? —a?)e’ 





五 。 二 0, H po 


也 郎 是 在 # 轴 方向 场 是 均匀 的 。 
4. 评 从 (29. 12) 式 推导 距离 电流 很 远 处 的 场 的 笑 势 公式 (39 16)。 
解 . 设 了 = Ro 一 z, 其 中 Ro 和 > 是 从 电流 区 域内 某 处 的 坐标 原点 分 别 


至 观察 点 和 体积 元 dy 的 区 径 。 把 被 积 式 展开 成 了 的 宏 极 数 ， 并 注意 到 有 br 三 
=0, 我 们 得 到 





4i 关 -em 
《 略 去 了 上 的 二 角 标 De 由 分 部 积分 F 列 但 等 式 : 
el jav =0, 
我 们 得 到 
| Gi 
-因此 可 以 把 4; 改写 成 
4 = Crefi ~ wijp)ap,’ 


这 和 (29. 16) 租 同 。 J 
6: 耽 术 鲁 电 法 在 破 各 向 异性 媒质 内 所 产生 的 向 易 。 
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钥 ， 在 导体 周转 的 各 向 异性 媒质 内 , 我 们 有 


div B = rix—— Dt = 人 0, (C1) 


式 中 pir 为 媒质 的 磁 导 率 张 量 , 代替 引进 矢 势 马 = rot A， 我 们 在 这 里 引入 为 
一 个 矢量 C, 它 由 下 面 的 等 式 来 定义 : 





aC 
ma (2) 


(et 是 反对 称 单位 张 量 )。(2) 式 也 恒 满 足 (17 式 。 对 这 样 求 得 的 矢量 O 〇 我 
们 还 可 以 加 上 附加 条 作 : 


Hi= eikibk 


divcsE-8C m0, (3) 
DZ) 


把 (2) 式 代入 方程 rotH= 纪 j 我 们 得 到 


aH1 32C4 drjt 
Ep Kp gpdry C 





Cik] 


[ 变 筑 时 利用 了 等 式 : 





Cik1e1Imn = imOrn™ indkm ， 
和 条 件 (3)]。 这 梓 求 得 的 C 方 程 ,在 形式 上 和 各 向 异性 媒质 内 电荷 所 产生 的 
电场 势 的 方程 相同 (§ 13, 例题 2 )。 其 解 为 - 
1 jav 
c-5 7 
(jw| 为 张 量 wx 的 行列 式 ,月 为 观察 点 和 @ 间 的 矢 径 )。 化 为 线 电 流 ， 我 们 
最 后 得 到 











ey | bp EE nik RiRx 


§ 30。 磁场 内 的 热力 学 关系 式 


磁场 内 磁体 的 热力 学 关系 式 ， 如 我 们 在 下 面 见 到 的 ， 它 的 最 
后 形式 和 电场 内 电介质 的 相应 热力 学 关系 式 非常 相似 。 但 是 ， 它 
们 的 推导 却 和 5 10 内 进行 的 有 重大 差别 。 这 种 差别 是 由 于 磁场 和 
电场 不 同 , 磁场 对 在 其 内 部 运动 的 电荷 不 作 功 (因为 作用 在 电荷 上 
的 力 与 速度 垂直 )。 因 此 ， 要 计算 磁场 加 上 后 媒质 的 能 量变 化 , 必 
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须 研究 由 磁场 变化 所 咸 生 的 电场 和 求 出 电场 对 电流 (磁场 源 ) 所 作 
的 功 。 

由 此 可 见 ， 必须 引 大 确定 电场 和 交 变 磁场 的 关系 的 方程 。 这 个 
方程 

rot E = 一 二 S。， . (30. 1) 


是 把 微观 方程 (1. 3) 求 焉 均值 的 直接 灶 果 。. 
在 时 站 3t Ph 电场 记 对 电流 j 所作 的 功 等 于 


st]iE ov. 
这 个 量 取 相反 的 正 负 号 就 是 外 电动 势 对 场所 作 的 功 3R, 外 电动 势 
是 维持 电流 的 电源 。 代入 j= 了 rot H 得 到 i 


c [ai ov at {Hr 
-3 |div[EH Jav 8t |H rotE dy. 
第 一 个 积分 变换 成 对 无 穷 远 表面 的 积分 后 变 成 震 。 在 第 二 个 积分 
内 , 代入 (30. DD 式 的 rot E, 并 引进 磁感应 变化 8B 一 34 后 ,最 后 
得 到 : 
8R= -| H 3B dy. (30. 2) 


这 式 子 的 形式 和 电场 发 生 无 穷 小 变化 时 所 作 的 功 的 表达 式 


- 《16. 2) 十 分 类 似 ， 但 是 应 该 注意 , 这 两 个 公式 癌 的 物理 类 似 都 不 是 、 


这 样 深刻 的 , 因为 H 和 下 不同， 它 不 是 鞭 实 的 微观 磁场 强度 的 平 
均值 。 

得 到 了 (30. 2) 式 以 后 ， 就 可 以 写 出 磁场 内 磁体 的 全 部 热力 学 
关系 式 , 其 方式 和 8 10 内 写 出 电场 内 电介质 的 热力 学 关系 式 完 全 
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相似 ,这 只 要 在 前 面 得 到 的 公式 中 ,分 别 用 王 和 B 代替 二 和 DD 就 
行 了 。 为 了 以 后 引用 方便 , 我 们 在 这 里 写 下 共 中 一 些 关 系 式 ,对 于 
总 自由 能 和 内 能 求 微分 , 我 们 有 


3 一 一 920+ 坪 | 3B dy, 





47r 
3 一 739 十 二 |H5Bd， (30.3) 
这 些 量 属于 单位 体积 的 为 
dF= — SdT+ cap+ iH dB， 
dU= -TdS +tdp 二 二 HaB. (30. 4) 
际 了 F, U 之 外 ， 我 们 也 需要 热力 学 势 : 
本 -Fp—HB (30. 5) 
47 ’ | 
这 些 热 力学 势 的 微分 为 


dFi=— SdT+ Cdp -二 8 dH, 
. (30. 6) 
dD=7TdS +tdp—2B daH. 


在 B=jH 的 线性 关系 下 ， 可以 宇和 的 珀 形式 为 
U=Uo0(S (1, A 





六 -ro(s， p) A, = F(T, p) -KE. (30.7) . 


我 们 可 以 把 功 88( 或 者 温度 不 变 时 的 8 了 ) 通过 电流 密度 和 磁 
场 矢 势 表示 成 另 一 种 形式 。 为 此 , 假定 8B=rot8A， ”并 号 出 


G89) 在 |Hrot 3AdaV = 


=- 二 favcasaAlar + A 
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第 一 个 积分 重新 变 为 雪 ， 而 从 第 二 个 积分 得 出 

CF) r= 8A dV. (30. 8) 
由 类 似 变换 , 可 以 得 到 
(3F) r= - 专 |A ajay. (30. 9) 


有 趣 的 是 , 在 宏观 电动 力学 的 数学 表述 形式 中 , 电流 一 一 磁场 
源 一 一 所 起 的 作用 类 似 于 电场 源 的 电势 〈 但 不 是 电荷 》 所 起 的 作 . 
用 。 把 (30. 8) 式 和 (30. 9) 式 与 电场 内 的 类 似 公 式 : 

G87)r= |98p AV,G3F)r= [paar (30.10) 


对 照 , 就 可 明显 地 看 出 这 一 规则 [ 参 亲 (10. 13),(10. 14) ]。 我 们 看 
到 , 在 这 些 公式 内 ， 电 蕉 和 电势 的 排列 次 序 与 公式 (30. 8)、(30. 9) 
内 的 电流 和 电势 的 排列 次 序 相 反 。 

A 
形式 上 完全 相国, 因此 , $ 18 所 求 得 的 热力 学 不 等 式 也 可 以 直接 移 
用 到 磁场 上 。 特别 是 我 们 看 到 , 由 它们 可 得 到 不 等 式 s>0。 在 电场 
的 情况 下 , 这 一 不 等 式 没 有 什么 意义 , 因为 它 比 根据 其 他 理由 所 得 
到 的 s>1 这 一 条 件 要 弱 得 多 。 但 是 ， 在 磁场 情况 下 ， 类 似 的 不 
等 式 
0 ll 
却 是 很 重要 的 , 因为 它 是 对 磁 导 率 的 可 能 值 所 加 上 的 唯一 限制 。 


-和 31， 磁体 的 总 自由 能 


在 §11 中 ， 我 们 得 到 了 电场 内 电介质 的 总 自由 能 的 表达 
式 。 这 个 量 的 一 个 热力 学 性 质 是 ， 总 自由 能 的 变化 给 出 场 源 ( 电 
荷 ) 不 变 时 电场 对 导体 所 作 的 功 。 在 磁场 内 , 自由 能 丈 起 着 相似 的 
”作用 ， 因 为 当场 源 (电流 ) 不 变 时 ， 自 由 能 的 变化 给 出 对 导体 所 作 
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的 功 。 : 
下 面 的 推导 过 程 和 § 11 内 的 推导 完 双 类 似 。 和 定义 “总 ” 
自 由 能 哆 为 


本 括号 办 的 “十 ”号 
[代替 (11. 1) 式 的 “一 ”号 )] 是 由 于 对 鞭 空 内 的 磁场 而 首 , 实 的 值 


为 =| 芒 o 代 [参阅 (30.7)]。(31. 1) 式 的 积分 对 整个 鹤 间 进行 , 包 
括 流 过 电流 而 产生 磁场 的 导体 体积 在 内 oO。 

我 们 现在 来 计算 磁场 发 生 无 穷 小 变化 时 丈 的 变化 〈 这 时 保持 
温度 不 变 ， 同时 不 破坏 媒 彼 的 热力 学 平衡 )。 因为 3 二 Ht 
所 以 有 


a 1 | Cee 二 一 一 一 1 -一 一 一 一 - 
3F = 下 | (BaH~—®3%) a 二 | 多 )5$d7 
WW 1 . 
-起 | B(8H— 8%) ay |(B—HDasy. (31. 2) 


引进 场 名 的 矢 势 站 ,在 第 一 项 内 写 出 
(CH 一 多 )8 多 = (H—$®)rotsA = 
一 div[5%( 了 一 名 )] 十 590ot( 开 一 名 ). 
但 是 按照 定义 ， 场 H 和 名 是 由 同一 电流 j 所 产生 的 ， 这 电流 在 导 
体 体 积 内 的 分 布 与 其 所 产生 的 场 无 关 ( 参 并 $ 29)， 也 即 是 与 周转 
空间 内 是 否 存在 磁体 无 关 。 因此 , H 和 名 满足 相同 的 方程 : rot H= 


= 亿 jrot 名 一 ZTj, 于 是 rob(H 一 名) 一 0。 把 div[59[(H 一 %) ] 的 








在 $11 内 ,我 们 前 假定 (11.1) 的 积分 是 对 整个 笠 间 进行 的 ， 共 中 不 包括 产生 
场 的 带电 有 导体 的 体积 。 在 那里 所 以 可 以 这 样 作 是 因为 在 将 电导 体内 不 存在 电场 , 但 在 
有 电流 流 过 的 导体 内 , 存在 磁场 , 因此 在 言 算 总 自由 能 时 不 能 把 它 除 去 不 考虑 。 
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积分 变换 为 对 无 劣 远 表 面 的 积分 后 变 为 零 
由 类 似 方式 可 以 证 明 , (31. 2) 式 内 的 第 二 项 也 等 于 震 , 因此 
| (B— Hagay ~ — |Magay. (31. 8) 


由 此 可 兄 ， 我 们 所 得 到 的 3 实 的 表达 式 ， 和 电场 情况 下 8 实 的 表达 式 
(11. 3) 完全 相似 。 竺 别 是 在 均匀 外 磁场 名 内 ， 我 们 所 得 到 的 
4 灾 的 表达 式 和 (11 5) 式 相似 : 

dF = ~ PAT— MdS, ~ 《31. 4) 





二 中 为 导体 的 总 磁 短 。 
在 这 里 我 们 不 去 重复 进 一 Pep 仿照 8 11 内 的 公式 ， 我 
们 写 出 下 面 的 一 些 公式 。 在 也 = AH 的 硬性 关系 下 , 我 们 得 到 


FF FHV,T) = [#8mar. (31.5) 
”特别 是 在 均匀 外 场 内 ， 
l FT) = 一 二 SC: (31. 6) 


RE 
算 死 : 
F-|(F + 1 ms )r- 


_[(p_HB_ lMme)ay 
= | 6 Be EMS) ay. (31. 7) 


$11 内 鲁 给 出 了 电介质 极 化 率 很 小 时 的 简化 公式 。 由 于 上 面 | 


提 到 的 大 多 数 导体 的 磁化 来 都 很 小 , 因此 对 磁场 来 说 , 类 似 情况 显 
得 特别 重要 。 这 时 我 们 有 


-Fy. (831. 8) 


对 磁场 而 车， 也 可 得 到 与 8 14 类 似 的 精 果 。 这 即 是 指 磁 导 素 
4 发 生 无 穷 小 变化 时 所 引起 的 磁体 的 热力 学 量 的 变化 : 这 时 假定 


[a 
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场 源 不 变 。 由 上 面 所 述 可 知 , 代替 的 变化 (如 $ 14 内 一 样 ); 我 们 
现在 必须 研究 这 的 变化 。 我 们 在 这 里 不 去 重复 推导 过 程 ， 它 和 
(14. 1) 式 的 推导 完全 相似 。 于 是 得 到 下 面 的 烙 果 : 

E> -| ip-ay. | (31. 9) 

在 8$ 14 内 便 根 据 上 式 作出 精 葵 : 物质 的 电极 化 率 是 正 的 。 但 
是 在 磁场 的 情况 下 , 却 不 能 作出 这 样 的 推荐 , 因为 磁化 率 可 以 有 正 
号 , 也 可 以 有 负 号 。 这 一 重大 差别 的 原因 是 , 磁场 两 运动 电荷 系统 
、 的 哈密 上 顿 画 数 , 不 但 包含 场 的 线性 项 (如 在 电场 情况 一 样 ) 而 且 也 
包含 场 的 二 次 项 。 因 此 , 按照 (14. 2) 式 , 利用 微 扰 理论 求 磁场 办 物 
” 体 的 自由 能 变化 时 , 不 但 第 二 近似 项 作出 贡献, 第 一 近似 项 也 有 下 
献 。 这 时 对 变化 的 正 负 号 不 能 作出 任何 一 般 的 推荐 。 例 如 在 顺 磁 
体内 , 它 取 正 值 , 而 在 抗 磁体 内 则 取 负 值 。 

在 $ 14 内 全 对 导体 在 电场 内 的 运动 方向 作出 精 花 .从 (31. 9) 
式 ;* 也 可 以 得 到 类 似 的 推荐 。 但 是 由 于 人 可 以 大 于 工 , 也 可 以 小 玉 
了 因此 导体 在 磁场 内 的 运动 方向 不 是 一 律 的 ,例如 在 准 均匀 场 内 ， 
糯 磁 体 (p 二 1) 向 场 强 增 加 方向 移动 ， 而 抗 磁体 (二 1)， 则 向 五 
减 小 方向 移动 。 
$ 32。 电 流 系 和 统 的 能 量 
我 们 来 研究 通 有 电流 的 导体 系 耗 。 我 们 假定 无 花 导 体 或 导体 


所 在 的 媒质 , 都 不 是 铁 磁性 的 , 于 是 处 处 B= AH。 按照 $30, 导体 
了 系 莱 的 总 自由 能 可 用 电流 所 产生 的 磁场 来 表示 , 即 


FREEHB dV. (892.1) 
ee et ended de se 


关系 。 (32. 1) 式 的 积分 对 整个 空间 进行 , 谋 包 含 导 体 的 体积 , 也 
含 导 体外 的 空间 。 
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这 自由 能 也 可 用 电流 来 表示 ， 即 表 示 为 积分 
zl [aiar (92.9) 
[与 从 (30. 2) 式 化 到 (30. 8) 式 比较 ]。 上 式 的 积分 只 对 导体 的 体积 
进行 ， 因为 在 导体 外 ， j=0。 | 
由 于 场 方程 是 线性 的 ， 因 此 可 以 把 磁场 写成 由 每 一 电流 所 分 
别 产 生 的 磁场 之 和 的 形式 ， 这 时 假定 其 余 导 体内 没有 电流 : 二 = 
二 了 Ha。 于 是 ,总 自由 能 (32. 1) 式 的 形式 变 为 
‘FF= SFHaat SFH, (82. 3) 
加 a>6 
式 中 . 
Zoo 一 总 |HeBear， 


pe | H,Bsay (32. 4) 
47 Re 


` (在 Hub= Foa 中 ,已 考虑 到 HauBo = 1HaH= 二 HopBo, 式 中 几 是 空 
间 各 点 处 的 磁 导 率 )。 量 Fos 可 以 称 为 第 a 个 导体 内 的 电流 的 本 征 
自由 能 , 而 Fas 可 称 为 导体 4 和 4b 的 相互 作用 能 。 但 是 必须 注意 ， 
只 有 了 略 去 了 导体 本 身 和 媒质 的 磁性 质 后 ， 这 些 名 称 才 具 有 原来 宇 
面 的 意义 。 反 之 ， 每 一 电流 的 场 ( 因 而 其 能 量 ) 也 与 其 余 导 体 的 位 
置 和 磁 导 率 有 关 。 

(32. 4) 式 内 的 量 , 按照 (32. 2) 式 ， 也 可 用 每 个 导体 内 的 电流 
js 来 表示 : 

Fea ieAody, 
Fas =| ieAodVe 3|ioAodVs. (32. 5) 


”Fa 内 的 积分 , 只 对 第 4 个 导体 的 体积 进行 , 而 多 cs 可 表示 为 两 个 
表达 式 中 任何 一 个 的 形式 ， 共 中 积分 分 别 对 导体 “或 导体 5 的 体 
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积 进 行 。 . 
当 电流 密度 在 导体 体积 内 的 分 布 有 一 定 规 律 时 ， 完 ce 值 只 与 
流 过 导体 截面 上 的 总 电流 强度 Jo 有 有关。 这 时 与 量 .Ju 成 正比 的 不 
只 是 电流 密度 j 而 且 还 有 电流 所 产生 的 场 。 因 此 , 整个 积分 sq . 
与 J3 成 正比 。 我 们 把 它 写 成 
Fagg= 


-一 一 -一 一 -一 -一 一 一 :一 一 一 -一 一 一 一 


元 a . (32. 6) 


式 中 的 Ze 称 为 导体 的 自 感 系数 。 eS 两 电流 的 相互 作 
用 能 与 Jo 的 乘积 成 正比 : 


Fas BabesJah. | (32. 7) 
de et ee 
= Bo 2 ee] 十 访 立 ， Das a = = 


a>b 
ve ye Fy Pol (32. 8) 


这 个 一 次 式 必须 取 正 值 的 条 件 ， 对 共 中 的 系数 值 加 上 -- 系列 
的 限制 。 特 别 是 , 全 部 的 Les 二 0, 而 

LaaLss> Laso. 

在 导体 为 任意 大 小 的 曾 到 情况 下 ， 电 流 能 量 的 计算 要 求 求 出 
场 方 程 的 完全 解 , 而 这 是 一 个 很 复杂 的 问题 。 但 是 , 如 果 导 体 本 身 
或 媒质 的 磁 导 率 可 以 假定 等 于 1， 那 末 问 题 可 得 到 简化 。 我 们 注 
意 到 , 这 时 电流 的 能 量 一 般 不 再 依 环 于 导体 的 热力 学 状态 (特别 是 
依 顿 于 它 的 温度 ), 因此 ,在 上 面 得 到 的 全部 公式 内 所 襄 的 自由 能 ， 
也 可 以 简单 地 指 能 量 。 

当 kp 一 1, 电流 1 所 产生 的 场 的 欠 势 由 (29. 12) 式 得 出 。 因 此 ， 
我 们 得 到 导体 的 自由 能 为 
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Fe -了 | 站 era (2.9) 

式 中 两 个 积分 都 是 对 给 定 导 体 的 体积 进行 , 而 下 是 dy 和 ay' 之 间 
的 距离 。 由 类 似 方式 ,两 导体 的 相互 作用 ee ， 
Fo = | |earodrs, (82. 10) 


式 中 aV。 和 aV。 是 每 个 导体 的 体积 元 。 . 
特别 是 两 黎 电 流 的 相互 作用 能 可 以 极 简单 地 计算 出 来 。 从 体 
电流 化 为 (32. 10) 内 的 线 电 流 ， 只 要 分 别 用 Jeadle 和 Joals 代 换 
jcd7。 和 jdF， 就 可 得 到 , 面 且 我 们 发 现 , 互感 系 数 为 
dludl 
Las = 中 


因此 , 在 这 种 近似 内 ，Fus 只 依赖 于 两 迅 路 的 形状 、 各 度 和 相互 位 
鞠 , 而 革 电 流 治 导 粮 截面 的 分 布 无 关 。 应 着 重 指出 在 线 导 体 的 情 
” 况 下 ,要 得 到 这 禅 简单 的 式 子 ， 甚 至 着 不 需要 假定 4= 1。 在 我 们 
了 略 去 导线 粗 度 的 近似 内 ， 导 线材 料 的 破 性 质 一 般 霸 不 影响 它们 所 
”产生 的 场 , 因此 ， 也 不 影响 它们 的 相互 作用 能 。 但 是 , 如 果 导 线 周 
图 媒质 的 磁 导 人 率 上 人 不 为 1， 则 按照 (29. 15) 式 , 它 简单 地 使 磁场 的 
矢 势 值 (同时 也 使 磁感应 ) 坊 加 尹 借 。 因此 ， 相 互感 应 系数 也 增加 
同样 多 的 倍数 ,于 是 


.Loo = bog ee (32. 11). 
计算 万 导 体 的 互感 系数 则 要 困难 得 多 。 这 问题 将 留待 下 一 节 
研究。 ， 
线 电流 系 攻 的 总 能 量 还 可 写成 另 一 种 形式 。 为 此 ， 我 们 再 回 
到 (32. 2) 的 积分 , 在 线 电 流 的 情况 下 , 它 的 形式 为 


Hl 5 


之 中 Ad (32.12) 
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式 中 A 为 第 a 个 导体 在 Ql 点 处 的 总 场 的 矢 势 。 从 (32. 2) 式 变换 
到 (32. 12) 式 所 引起 的 主要 误差 , 在 于 略 去 了 导线 横 截 硬 上 的 场 变 


化 (包括 电流 的 本 征 场 在 内 )。 (32. 12) 内 的 每 一 A 
换 为 面积 分 


中 Adl, = | rotA -dfa = | Bafs, 


也 即 是 它 代 表 通 过 第 a 个 电流 过 路 的 磁感应 通 量 (或 者 一 般 称 为 
开通 及)。 我 们 用 @。 表示 这 通 量 。 于 是 | 


F -tape z (32. 13) 


由 类 似 方式 , 外 磁场 内 琅 电 流 的 自由 能 7, 也 即 是 不 包括 场 
源 本 征 能 的 能 量 , 可 用 磁 通 量 来 表示 , 显然 


Fig, (32. 14) 


式 中 中 是 通过 电流 J 迎 路 的 外 场 通 量 。 如 果 外 场 是 均匀 的 (而 在 
媒质 内 ,4 一 1), 则 中 一 入 |df。 接 照 (29. 18) 式 引入 电 洲 的 碰 短 ,我 
们 得 到 多 一 -HS。 

。 ”知道 了 电流 条 各 的 能 量 与 导 黎 弹 府 、 形 状 和 相互 位 置 的 关系 
式 后 ， 由 简单 地 对 相应 的 坐标 求 微分 ， 就 可 求 出 作用 在 导体 上 的 
力 。 但 是 这 时 发 生 的 问题 是 ， 芭 微分 时 必须 假定 电流 的 那 种 特性 
保持 不 变 。 最 方便 的 是 保持 电流 不 变 进行 计算 。 但 是 在 这 种 情况 
下 , 量 多 表示 自由 能 。 因 此 ， 在 广义 坐标 3 “上 ”所 作用 的 广义 力 


Fj 为 
--( 轰 D7 


导数 的 下 角 标 表示 ， 取 微分 时 保持 电流 强度 和 导体 的 温度 不 变 。 
因为 在 自由 能 内 我 们 略 去 了 与 电流 无 关 的 不 变 部 分 , 因此 , 灾 和 史 
只 相差 一 个 正 负 号 , 于 是 
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二 ,一 J ,J, oas 
i CE 2 -( 针 二 三 ve Fe 《32. 15) 


(在 这 里 和 下 面 , 为 了 简单 起 见 ， ba 了 导数 的 下 角 标 7)。 
特别 是 , 导体 的 本 征 磁场 作用 在 导体 上 的 力 由 下 式 得 出 : 


Peal 3 (32. 16) 


式 中 工 是 导体 的 自 感 。 从 下 面 所 述 可 以 预先 看 出 这 些 力 的 作用 的 
特征 。 当 电流 强度 (和 温度 ) 保持 答 定 值 时 ， 量 灾 趋 近 于 最 小 值 。 


”因为 在 现在 的 情况 下 , 完 一 一 了 Pa， 因此 这 表明 作用 在 导体 上 的 力 


趋向 于 使 导体 的 自 感 系数 增 大 。 但 是 后 者 是 长 度量 移 的 量 ， 因 此 
与 导体 的 缕 度 成 正比 。 由 此 可 见 ， 在 磁场 的 作用 下， 导体 的 体积 
增加 。 

. 对 于 在 外 磁场 内 的 电流 , 我 们 得 到 @ | 

Fo=—FH= AS. (32. 17) 

在 上 而 得 到 的 全 部 能 量 公 式 内 ， 我 们 假定 了 磁 威 应 强 府 和 碰 
场 强度 之 于 存在 线性 关系 。 在 这 种 关系 为 任意 形式 的 普 逼 情况 
下 ， 可 以 建立 类 似 的 微分 关系 式 。 场 发 生 无 穷 小 变化 时 所 引起 的 
”自由 能 变化 (保持 温度 不 变 ), 按照 (30. 8) 式 为 


2 -二 |iaaAam， 





”或 者 对 线 电 流 而 避 ， 
cr 工 
85 -7 中 8Adls. 
其 次 :如同 从 (32.13) 式 变换 到 (32. 13) 式 一 样 , 变换 后 我 们 得 到 | 


四 在 这 里 [与 (31.6) 式 比较 ] 没有 因 于 1/2 是 因为 《32 15) 式 内 电流 的 磁 短 是 
一 个 常数 ， 与 场 无 关 。 而 且 (31.6) 式 内 出 现 的 磁体 本 身 的 磁 矩 只 能 在 场 的 作用 下 发 
生 。 . | | | 
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ee i 
8F 二 pe (32. 18) 
WE 从 (30. ee 
Fo= -Epa (2 19) 


— 


由 此 可 以 襄 ， 对 于 简 电流 系 帮 而 周 ， Fr 是 对 于 磁 通 量 的 热力 学 
势 、 而 天 是 对 于 电流 强度 的 热力 学 执 而 且 庆 两 种 势 的 相互 关系 
式 为 


完 =~ 3 oa 本 
由 此 可 见 ， 对 于 物质 的 任何 磁性 质 ， 于 面 的 热力 学 关系 式 都 正确 : 
1 a 1 _ 9% a 
a cr GC Pe 一 3 六 (32. 21) 


如 果 把 这 些 公式 应 用 到 各 性 关 条 的 mS 即 当 字 由 (32. 8) 
式 得 出 时 , 于 是 我 们 得 到 


二 Dd (32. 22) 
5 


ET RN 
系数 。 乘 积 上 上 22 Taos 是 电流 邦 (6 寺 四 所 产生 的 通过 电流 旬 路 .4 的 砚 


通 量 ， 而 ae 是 四 二 Ju 所 产生 的 通过 同一 负 路 的 磁 通 量 。 


8 33. 生 导 体 的 自 感 
”在 计算 妈 导 体 的 自 威 夭 数 时 , 不 能 完全 略 去 导线 的 相 度 ， 如 我 
们 在 计算 两 个 导体 的 互感 时 所 作 的 一 样 。 这 样 做 之 后 ， 从 (32. 9) 
式 , 我 们 得 到 自 威 为 
alat 
Bs RR ， 





$ 33.. 线 导体 的 自 感 189 
式 中 的 两 个 积分 对 相同 的 迎 路 进行 ; 但 是 这 积分 当 BR 一 0 时 是 对 数 
发 散 的 。 . 次 : tu . EF 

导体 的 自 威 的 精确 数值 , 取决 于 导体 内 电流 的 分 布 状 套 ; 电流 
的 激励 方式 不 同 , 电流 的 分 布 也 不 同 , 也 即 是 它 随 电动 势 加 到 导体 
ad 
自 万 并 不 依 环 于 导体 和 截面 上 的 电流 分 布 规律 @。 
”我们 把 自 惑 写成 相 加 的 形式 ， 工 = 十 Di 此 处 的 工 。 和 工 ， 是 
分 别 由 导体 内 和 导体 外 的 磁场 能 所 引起 的 。 在 稳 导 体内 ， 自 感 的 
主要 部 分 是 “外 ”部 分 万。 这 是 因为 阴 合 线路 磁场 能 的 主要 部 分 
”是 在 离 导 体 很 远 (与 它 的 粗 度 比 较 ) 的 场 内 。 实 际 上 ， 无 限 长 的 宜 
导线 每 单位 长 度 上 的 能 景 由 下 列 积分 得 出 


| 人 “27r7C7 一 - 0 (> -27rdr = | 虹 安 


Xr 为 至 导线 加 的 距离 ， Ne 是 外 部 媒质 的 磁 导 率 )。 当 7 很 大 时 ,这 
积分 是 对 数 发 散 的 。 当 然 , 对 于 合 克 路 而 首 ， 这 种 发 散 性 不 存在 ， 
因为 积分 在 与 线路 线 度 同 数量 级 的 距离 上 被 “切断 了 "”。 将 上 面 的 
积分 乘 上 导线 的 总 长 度 1, 大 取 7! 值 为 上 限 (下 限 等 于 导线 的 全 征 
0), 我 们 得 到 能 量 的 近似 值 为 

| Le Ln . 
由 此 得 到 自 感 为 


L=2p.lIn. (83. 1) 


‘ 


Q@@ 更 精确 地 襄 ,' 记 不 依 顿 于 电流 分 布 ， 只 要 这 时 电流 密度 只 在 与 导 重 组 度 4 相 
-上 比 的 距离 上 有 重大 变化 。 但 是 ， 如 果 电 流 的 分 布 为 :在 小 于 的 距离 上 ， 电 流 密度 也 
有 重大 变化 (如 由 于 特殊 原因 ; 在 趋 肤 效应 和 超导体 内 发 生 的 请 况 ) 划 导 六 的 自 感 也 
发 生变 化 。 
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大 家 知道 ， 这 个 式 子 具 有 痪 儿 精 码 它 的 相对 误差 为 一 上 的 数 、 


7 
(二 ) 
县 般 而 比值 卫 在 假定 它 的 对 数 大 时 也 一 样 大 。 


厂 轿 (螺旋 管 ) 是 线 导 体 的 一 种 特例 ， 它 是 用 导 矿 攀 成 虹 施 形 ; 
而 相 邻 两 下 的 距离 极其 接近 。 如 果 我 们 略 去 导 和 线 的 粗 度 和 相 邻 两 
班 再 的 焉 离 ， 我 们 就 简单 地 得 到 一 个 柱 形 导电 面 ， 其 中 有 "表面" 侍 


导电 流 流 过 。 适合 导体 内 的 方程 rotH= AS), 在 这 释 情况 下; 可 
简单 地 代 以 边界 条 件 : , 
[Hp 一 Hi] -Ag (883.2) 


式 中 多 是 面 电流 密度 ,H, 和 Ha 是 螺旋 管 表面 两 边 的 磁场 强度 , 法 
辜 n 指 向 媒质 2 的 内 部 [比较 (27. 14) 式 的 推导 ]。 
如 果 螺 旋 管 是 无 限 长 的 柱 体 ， 那 未 求 出 这 种 螺旋 管 所 产生 的 
”磁场 是 非常 简单 的 。 表 面 电流 是 环流 的 , 而 电流 密度 为 gnJ， 此 
处 J 为 流 过 导线 的 电流 ， 而 "为 螺旋 管 单位 长 度 上 的 还 数 。 柱 体 
外 的 磁场 为 零 , 而 杜 体内 的 磁场 是 均匀 的 ， 指 向 柱 体 轴 的 方向 ,大 
等 于 

H = Sn 


实际 上 ， 在 导体 面 外 的 全 部 空间 内 这 磁场 显 式 地 满足 方程 divH . 
二 0 和 rotH= 0 以 及 表面 的 边界 条 件 (33. 2) 式 。 
与 此 相应 , 柱 体 单位 长 度 上 的 场 能 为 


四 ”上面 所 指出 的 自 感 不 焦 辐 于 电流 分 布 的 朋 法 ， 实 际 上 不 但 适用 于 近似 式 
(33.1)， 而 且 也 适用 于 计 及 不 包含 大 对 数 的 项 的 以 下 的 近似 (这 相当 于 在 对 数 宗 量 内 


计 及 二 前 面 的 系数 六 参阅 本 节 的 例题 。 
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人 Es 2 n 2 Ae J2 人 


(6 为 柱 体 侍 径 ; Me 咯 去 两 端的 场 畸 
变 ， 也 可 以 把 这 个 公式 应 用 到 有 有限 长 度 nC 与 5 比较 ) 的 螺旋 管 上 。 
于 是 我 们 得 到 自 感 为 

L= nn’b?hpe— Br penbl, (33. 3) 
式 中 1 二 2m7bnh 是 线圈 内 导线 的 总 长 度 。 与 未 经 绕 的 同样 长 导 绪 
的 自 感 比较 ， 螺 旋 管 自 感 的 境 大 [比较 (33. 3) 与 (33. 1) ] 是 距离 很 
近 的 线 下 之 问 存 在 互感 的 自然 结果 。 


例 是 


1. 斌 求 轩 截 面 的 表 合 和 导 重 的 自 感 。 
| 解 . 可 以 认为 导 六 闪 的 磁 昌 和 无 队 攻 让 往 体内 的 克明 一样 设 为 
2Jr . 


ceca? 





H= 
(+ 是 至 导线 轴 的 距离 ,a 是 导线 的 千 径 )。 由 此 求 得 自 感 的 内 部 份 为 
= 路 对 zar= 促 ， U 
式 中 1 为 闭合 导 继 的 长 度 。 
计算 工时 注意 到 ， 丰 导线 外 的 场 与 导 钱 截面 上 的 电流 分 布 无 关 。 特 别 
是 ,如 果 假定 电流 只 在 导 米 志 面 流 过 , 则 外 磁场 的 能 量 7。 不 变 。 但 是 ， 这 时 
在 导线 内 部 ,HH 二 0, 因此 ， 可 以 从 (32. 2) 式 算出 作为 总 能 量 的 能 量 fo。 


由 于 假定 电流 沿 素面 分 布 , 因此 在 这 个 式 子 内 的 积分 ， 类 际 上 变 戌 六 守 
乒 吉 线 进 行 的 线 积 分 ， 于 是 求 得 自 感 的 外 部 份 为 


2 
工 。 = 答 这 之 中 Aladl, 


了 琵 处 被 积 式 内 的 A 值 取 在 导体 的 表面 上 。 在 变换 到 这 式 子 时 还 必 须 注意 到 ， 
在 我 们 所 考 虚 的 近似 下 , 导线 图 截面 局 长 上 的 磁场 是 不 变 的 。 


@ 在 例题 1 一 6 中 , 候 定 媒质 的 磁化 率 为 x。=1。 
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其 次 , 因 丙 题 已 归 稍 为 求 坊 人 |--o， 因 此 我 们 对 电流 的 分 布 再 作 一 个 假 
设 ; 假 改 全 部 电流 者 在 导线 的 雪线 上 流 过 。 在 所 考 忠 的 近似 下 , 导线 表面 和 的 
场 值 , 并 不 内 这 一 假定 而 改变 (在 图 截面 yh, 它 也 完全 不 改变 )。 
于 是 , 按照 (19. 14) 式 , 我 们 有 


A J al 


四 reg C BR 


式 中 忆 是 从 导 宣 的 轴线 元 dl 至 其 玫 面 一 定点 的 距离 。 把 积分 分 为 两 部 份 , 








2 


. 部 分 别 相 应 于 五 >A 和 五 <A; 其 中 A 为 小 于 电流 因 路 米 诬 而 大 于 导 米 个 径 a 


的 某 一 长 讼 @。 在 积分 区 域 为 RR 二 A 的 积分 内 , 可 以 略 去 a, 卉 把 五 简单 地 理 
解 为 电流 名 路 上 两 点 间 的 距离 。 在 区 域 为 <A 的 积分 办， 可 以 假定 矢量 积 
分 的 方向 为 角 路 某 一 所 处 的 切线 方向 。 用 tt 表示 这 方向 上 的 单位 矢量 , 我 们 


. 写 出 


al 2A 

= i 全 全 

| - | 元 =2tArsh 人 兰 2tln 志 
r=t 


、 ERE<A 
这 个 式 子 可 以 重新 写成 下 列 积 分 的 形式 : 
2tln- A 人 


2 
4A> 吾 > 去 


式 中 的 尺 们 理解 为 电流 通路 上 两 点 关 的 距离 。 由 此 可 见 ， 与 瓦 王 4 区 域内 的 
积分 相 加 ， 就 得 到 下 列表 达 式 : | 


J al 


全 | -=a 一 局 RB 


站 
vy 
CE 


从 这 式 子 内 已 浓 去 了 任意 参数 4， 这 正 是 应 亦 的 。 
于 是 , 最 后 得 到 


-= 中 2 (2) 


R> 拖 


号 类 似 方法 司 应 用 到 $2 例题 4 守 第 和 里 环 的 电容 。 
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这 里 的 积分 通 及 洒 路 上 其 距离 超过 了 的 所 有 各 成 对 的 点 。. 


2. 试 求 图 雹 面 导线 (个 径 为 g) 作 成 的 才 图 环 (全 径 为 2) 的 自 感 。 
解 . 例题 1 公式 (2) 内 的 被 积 式 只 与 加 环 上 的 兹 请 所 张 的 中 心 角 ” 有 关 ， 


而 且 R=2b =dl.di/eoso。 因此 我 们 得 到 


-2 | coso.2rpb.Bpadop _ 


四 


一 zt 二 Intgm 一 2cosyo0 
?0 2b sins. 


2 1 


EO ee 
一 bui 相 加 , 就 得 到 满足 所 需 的 精确 度 的 数值 为 


工 = ant(in 字 一 2+ 生 ) 了 


竺 中 是 当 pi==1 时 ， | 
六 =4rt( na 一 了 
3. 屋 圆 环 导线 内 通 有 电流 , i 
下 的 伸 长 。 
解 . 作 胃 于 导线 轴 工 并 与 导线 刘 垂直 的 内 应 力 , 按照 (32. 16) 式 ， 分 咖 册 
. 下 式 求 用 : 


2 3 元 


2 aL J 
2c2 9 


207 302nb); 
代入 前 一 题 内 的 工 值 ， 


-72 
er a a 


.T2048 一 2raboli = 





ee ; | 
Ab 8b . 
笠 = 亏 Co 一 2cc) 一 a (In 2 =) 


( 恕 为 杨 氏 模 量 , 为 导 浅 材 料 的 泊 极 柔 数 )。 

4. 就 求 由 半截 面 ( 咎 径 为 a 和 2 ) 的 两 平行 址 导线 (m=1) 所 起 成 的 双 导 
钱 答 单位 长 度 上 的 自 感 ， 酚 导 线 的 轴线 相距 h， 而 且 导 钱 内 有 大 小 相 锋 、 方 
向 伯 反 的 电流 J 了 流 过 (图 18)。 





9 参阅 “ 连 禾 介质 力学 "第 二 版 , 第 二 部 份 $ 5。 
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图 18 


解 . 每 一 电流 的 磁场 的 矢 势 方向 与 导线 斐 平 行 , 因此 两 磁场 的 舌 势 可 人 
简单 地 代数 相 加 。 于 是 我 们 得 到 电流 十 7 均匀 分 布 的 导 和 外 1 的 磁场 (用 柱 面 
坐标 才 示 ) 为 


-uF: 2 
4s=( 0- 握 ); 当 r 二 a, 
4:= 立 ( 0— 2In 二 ), pa 


式 中 C 是 任意 常数 ; 在 导线 边界 上 , 4, 是 连 炉 的 。 用 2 代 蔡 a， 并 改变 J 的 正 
负 号 , 就 得 到 导线 2 所 产生 的 磁场 的 相似 公式 。 在 (32.2) 式 内 ， 对 导入 1 的 
截面 面积 进行 积分 , 得 到 


zo-)-( op 


ne 2 一 2hrico 
-到 -人 b2 : rdpdri = 


| i 2 十 21n-; 2) 
对 导线 2 的 截面 进行 积分 ， 得 到 相同 的 才 达 式 ， 只 是 其 中 用 ae 代 换 了 28 。 因 
此 所 求 的 双 导 钱 单 位 长 度 的 自 感 为 
h? 


工 二 en 


5. 就 求 超 环 面 螺旋 管 的 自 感 。 ， 
解 . 我 们 把 螺旋 管 看 作 起 球面 形 的 导电 而 ， 而 内 流 过 的 面 电流 密度 为 


(CN 为 导 禾 的 总 臣 数 ,了 是 其 中 的 电流 ， 所 取 坐 标 和 线 度 如 图 19 所 示 )。 螺 旋 
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萎 19 
管 外 的 磁场 为 H。==0, 而 螺旋 管内 的 磁场 为 
Hi;= Hiz 一 0， 


2NJ 

er ” 
(7, zi 9 为 柱 面 坐标 )。 实 际 上 , 这 解 潇 足 方程 divH=0, rotH=0 以 及 边界 条 
件 (33. 2)@ 。 螺 旋 管 内 的 磁场 能 为 


Hi¢= 








rH? 7 _N2J? [ zadr 
Br ee? 中 全 


积分 对 加 环 截 面 的 局 界 进行 , 按照 2 =a sin9， 6 引入 6 角 后 , 这 积 
分 很 容易 进行 。 . 芋 果 得 到 自 感 为 ， 
- 工 =4rN2( 一 AMW 瑟 一 呈 )、 - 
6. 就 求 柱 形 曲 旋 管 两 端 附近 的 场 畸变 所 引起 的 对 柱 形 螺旋 管 自 感 公式 


(33.3) 的 二 为 一 次 的 改正 值 (ko 一 1). : 、 
解 ， 算 出 螺旋 管 的 自 感 为 对 它 才 面 的 重 积分 : 
-fa 
式 中 zg 是 面 电 流 密度 (g = )。 兴 及 柱 面 坐 标 表示 为 
| 区 ao | {7 cosg dp dz1 dz 
2 0 0 2 一 21)2 十 4b2 sin2- 一 


和 hot)cosy do di 
:= 2 St 
0 "| | +a? sin? > 
0 0 2 


四、 这 式 千 对 非 图 形 的 任意 茂 杆 的 环形 曙 旋 管 ， 也 是 适用 的 。 
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{9 为 通过 af, 和 4fs 的 对 詹 面 天 的 夹 和 角 )。 
.对 Qt? 进行 积分 , 当 有 hb 时 , 我 们 得 到 


L287rb2n? J 





—h+i+2b sm 号 |eosgdy, 
Psin : . ， 


很 后 有 
五 一 4mr2 b2: 串 2 至 


7- 如 果 将 平面 通路 放 在 磁 导 率 为 ae 的 全 无 限 媒 质 的 表面 上 ， 训 求 址 面 


”” 钱 路 自 感 改变 的 倍数 。 我 们 赂 去 导线 自 感 的 内 部 份 。 


解 ， 从 对 称 性 看 凡 , 媒质 不 存在 时 , 电流 的 磁场 对 通路 平 面 是 对 称 的 ， 而 
磁力 钱 与 这 平面 焉 让 相交 。 今 合 这 磁场 为 HH。 如 果 在 空 的 全 空 间 户 ， 我 们 爹 


HH 一 一 和 TH 而 在 媒质 内 ; 倒 呈 一 seH 一 一 生 -Ho， 则 我们 就 可 以 使 舍 无 限 


媒质 表面 上 的 磁场 方程 和 边界 条 件 得 到 满足 。 实 际 上 ,这 一 点 保证 了 Bn 和 
到 在 边界 面 上 是 连 粮 的 , 而 将 旺 沿 任 信 力 线 循 环 一 局 , 与 Ho 沿 相 同 路 钱 条 
环 一 周 相等 。 由 此 得 出 结论 引入 媒质 后 , 总 场 能 , 因而 也 即 是 线路 的 自由 都 
.增加 





， Zue > 位 
pe 十 二 


§ 34， 磁 场 内 的 力 
要 求 出 磁场 内 物质 上 所 受 的 力 ， 由 于 它 和 电场 的 情况 完全 相 
似 ， 因 此 我 们 几乎 不 需要 进行 新 的 计算 。 这 种 钼 似 性 首先 是 因为 
.磁场 内 热力 学 量 的 表达 式 和 电场 内 的 表达 式 不 同 的 地 方 ， 只 是 分 
别 用 字母 HB 代替 了 字母 EE, PD 而 已 。 在 $15 内 计算 应 力 张 量 
时 ， 我 们 佛经 利用 电场 是 一 势 场 (这 是 从 方程 rotE=0 得 到 的 精 
果 )。 但 磁场 满足 方程 : | 
rot FH = 人 (34. 1) 
这 方程 只 当 传 导电 流 不 存在 时 才 变 成 rot 旺 =0。 但 是 ， 计 算 应 力 
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张 量 时 , 一 般 总 是 假定 j=0。 因 为 含有 磁场 的 导数 , 因此 在 计算 
应 力 张 量 时 所 以 计 及 电流 ， 表 明 在 应 力 张 量 oi 内 加 和 一 个 由 磁 
场 的 不 均匀 性 所 引起 的 无 限 小 改正 项 (比较 93 页 的 底 注 )。 

这 样 一 来 ， 在 88.15 和 16 内 所 得 到 的 应 力 张 量 的 全部 公式 ， 
和 
体 媒质 内 , 我 们 得 到 


ee -可 oo 全 本 


TT 


(84. 2) 
根据 六 = 沈 从 由 此 可 以 算出 体积 力 。 如 果 媒 质 是 导电 的 ,并 


且 有 电流 过 , 则 而 算 工 作 和 315 的 不 同 处 , 只 在 于 以 方程 G4 
.代替 方程 rot H= 0, ee 
把 (34. 2) 式 微分 ， 并 考虑 到 恒等式 div3= div(CxHD) 二 0， 我 们 





得 到 


-va 二 "(9) | -可 ve- 间 vm+ 
S77 B37 . 


但 是 ， 由 沼 知 的 天 量 分 析 公 式 : 


(HY)H = 言 gradH?— [Hiot i rad H? 十 TE Eu 
因此 最 后 有 z 
f= — vpot -grad LH? (8) 1 
+ 闻 [jH] kt (34. 3) 


与 类 似 的 公式 (15. 12) 上 比较 ， 这 里 多 增加 了 一 项 (最 后 一 项 )。 
但 是 , 如 果 认 为 这 一 项 的 出 现下 明 , 在 物理 上 可 以 从 内 将 传导 电 
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流 所 引起 的 力 与 其 他 的 效应 区 分 开 求 ， 这 却 是 不 正确 的 。 半 题 在 
于 ， 由 于 方程 (34. 1)， 我 们 不 可 能 将 电流 j 与 场 的 不 均匀 性 分 开 ， 
而 磁场 对 坐标 的 导数 也 包含 在 (34. 3) 式 的 其 他 牙 内 。 I 因此， 当 物 
质 的 磁 导 从 显著 地 大 于 时， (34. 3) 式 的 各 项 一般 说 来 为 同一 数 

量 级 。 
en 
(34. 8) 式 内 的 最 后 一 项 对 力作 出 主要 贡献 , 而 其 余 各 项 与 它 比 较 ， 
都 不 过 是 很 微小 的 修正 。 于 是 革 算 磁场 内 的 力 ， 可 以 假定 4 了 
因而 简单 地 我 们 有 | 
f= 二 [jH] (34. 4) 


全 
(一 vpo 这 一 项 在 这 里 和 下 面 , 我 们 都 不 威 兴趣 , 因此 把 它 略 去 了 )。 
， 当 k==1 时 ,物质 的 性 质 一 般 对 磁 现 象 无 任何 影响 , 因此 , 磁场 内 力 
的 表达 式 (34. 4), 无 答对 液态 导体 或 固态 导体 , 都 同样 适用 。 于 是 、 
作用 在 磁场 内 通 有 电流 的 导体 上 的 总 力 , 由 下 列 积分 得 出 : 

F= 二 [Ga]ar (34. 5) 


当然 , 直接 根据 熟知 的 洛 偷 兹 力 的 表达 式 , 也 可 以 非常 简单 地 
得 到 (34. 4) 式 。 磁 场 内 静止 导体 所 受 的 宏观 力 ， 不 外 乎 是 由 微观 
磁场 h 作用 在 导体 内 带电 粒子 上 的 洛 偷 兹 力 的 平均 值 : 
f= 上 [PVRB]. 

日 是 , 若 = 则 磁场 h 和 平均 磁场 王 相等 , 而 平均 值 ,ov 和 传导 . 
电流 密度 相等 。 

当 导 体 运 动 时 ，(34. 4) 式 的 力 就 对 导体 作 一 定 的 机 械 功 。 初 
看 起 来 好 像 才 明 ， 这 和 洛 偷 兹 力 对 运动 的 电荷 不 作 功 有 矛盾。 实 
际 上 , 当然 不 存在 任何 矛盾 , 因为 在 运动 的 导体 内 ， 洛 偷 花 力 所 作 
的 功 不 但 包含 机 械 功 ， 而 且 也 包含 导体 运动 时 导体 内 所 感应 的 电 


\ 
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动 势 所 作 的 功 , 这 两 种 功 大 小 相等 ， 而 正 旬 导 相克 (参阅 第 284 页 
上 的 底 注 )。 
在 (34. 4) 式 内 ，H 是 外 电源 和 受到 (34. 4) 式 的 力 所 作 用 的 电 

” 流 本 身 所 共同 产生 的 磁场 的 芙 实 值 。 但 是 从 (34. 5) 式 计 算 总 力 

时 , 我 们 可 以 把 H 简单 地 理解 为 是 通 有 电流 的 导体 所 在 的 外 磁场 - 

各。 茂 导 体 本 身 所 产生 的 场 , 由 于 动量 守恒 定律 , 对 导体 所 受到 的 

总 力 没 有 贡献 。 

对 稳 导 体 而 首 ， 力 的 计算 尤其 简单 。 物 质 的 磁性 质 一 般 不 重 

要 ; 如 果 在 媒质 内 p=1, 则 作用 在 嫉 导 体 上 的 总 力 由 线 积分 得 出 ，” 

F = [dS], (34. 6) 


这 个 式 子 也 可 以 写成 对 电流 迎 路 所 图 成 的 面积 的 积分 形式 。 按照 
斯 托 克 斯 定理 , 用 算 符 Lafv] 代 替 dl, 我 们 得 到 


fragi-|iratv]9] 
其 次 写 出 
COE —dfdiv 名 十 VCdf[ 名 ) = 
一 一 dfdqiv B+[af rot®1 (dv)®. 
但 是 div®=0, 而 在 电 流 外 的 空间 内 ， rot 名 一 0， 于 是 
FE 一 学 | (osv)S. G4.7) 

特别 是 ， 在 蕉 均匀 外 磁场 内 ， 可 以 将 岛 和 算 符 V 从 积分 符号 
-下 取出 。 再 按照 (329. 18) 式 引进 电流 的 夏 第 ,于 是 我 们 得 到 必然 的 
车 果 : 了 


F= (AA)®. | (34. 8) 
因为 在 这 式 子 内 ,上 是 常数 量 , 因此 也 可 以 把 F 写成 | 
， F=grad(A#®). (34. 9) 


[这 和 电流 能 量 的 表达 式 (32. 17) 符 合 一 致 ]。 在 准 均 匀 场 内 , 电流 


a 


ee ee ee et 


所 受到 的 力 息 , 容易 证 明 等 于 普通 的 式 子 : 
玫 一 [.4 乌 ]. (34. 10) 


例 是 


评 求 电流 为 了 的 让 导 粮 上 所 受 的 力 , 假设 这 及 线 平行 于 汗 径 为 4 的 无 限 
长 图 柱 时 体 ( 磁 导 素 为 睛 ), 并 且 至 柱 体 轴 的 距离 为 1。 

解 . 由 于 169 页 . 上 所 指出 的 焉 面 静 电学 与 项 破 学 间 题 间 的 对 应 关 3 , 改 
变 $7 例题 3 的 解 内 的 符号 ， 就 可 求 国电 流 的 磁场 。 柱 体 局 图 宏 井 再 的 场 ， 


” 和 鞭 襟 内 的 电流 7 与 分 别 通 过 4 点 和 0 点 (参阅 图 11) 的 电流 十 J' 和 一 J 


所 产生 的 场 相等 , 而 且 


一 于 
mio 





JI 一 J 二 一 
柱 体内 的 场 ， 则 与 通过 0 点 的 电流 
2 


Uy SRE 
et 4 十 1 


所 产生 的 场 相等 。 于 总 ;导体 单位 长 度 上 所 受 的 力 为 


lp -2 1 27?a? (pn—1) 
. i C2 (去 - Ww)= bb? —a’?)(Cnt+1)e?" 


由 类 似 方 式 ， 可 以 求 得 (参阅 $7 中 的 例题 4) 通 过 磁性 媒质 内 的 柱 形 小 
孔 的 导线 被 吸 向 最 近 的 小 孔 表 面 的 力 为 ? 


Fr 27b(n—1) 
Cai —bi) Ct1 er 


§ 35。 浊 转 磁 现象 

没有 外 加 磁场 时 物体 ( 非 铁 磁体 ) 受 到 磁化 的 可 能 性 ， 由 于 要 
求 对 时 癌变 号 的 不 变性 , 受到 很 大 的 限制 。 例 如 ， 有 许多 物体 ， 虽 
然 没有 外 加 电场 ,但 由 于 受到 形变 , 也 可 以 发 生 电极 化 现象 ( 压 电 
体 )。 但 是 ,“ 庄 磁 现 象 ” 即 使 存在 的 话 , 也 是 非常 稀少 的 现象 (参阅 
$ 28 未 )， 而 且 在 任何 情况 下 ， 都 不 会 发 生 在 没有 磁性 烙 构 的 物 
体内 。 

没有 外 加 磁场 的 磁化 ， 一 般 襄 来 ， 要 求 使 物体 发 生 运 动 。 当 
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一 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 -人 


然 , 由 于 伽利略 的 相对 性 原理 , 匀速 运动 不 会 得 出 什么 辕 果 。 但 匀 
” 速 转动 却 可 以 引起 物体 的 磁化 , 这 种 磁化 与 角速度 o 成 线性 关系 
( 称 为 巴尔 涅 特效 应 )。 矢 量 .8 和 @ 之 问 所 以 有 这 种 关系 ， 是 因 
为 时 间 变 号 时 两 者 都 改变 正 负 号 。 因 为 两 者 都 是 轴 矢 量 ， 因 此 在 
各 向 同性 物体 内 ， 这 种 相依 关系 也 可 能 存在 (这 时 妇 精 为 大 与 . 
之 间 的 简单 的 比例 关系 )。 | 

除了 这 种 效应 外 , 还 应 该 存在 相反 的 效应 , 即 自由 惹 挂 的 导体 
受到 磁化 时 应 开始 转动 ( 爱 因 斯 坦 - 德 。 哈 阿 斯 数 应 )。 在 这 两 种 
效应 于 存在 简单 的 热力 学 关系 , 可 以 由 以 下 方式 得 到 。 

大 家 知道 9, 在 与 物体 一 道 转动 的 坐标 系 内 , 物体 的 自由 能 农 ; 
是 祖 对 于 角速度 的 热力 学 势 ( 保 持 温 度 和 物体 的 体积 不 变 )。 这 时 
物体 的 动量 矩 工 给 于 





一 一 一 -一 . (35. 1) 


描写 迎 转 磁 现象 , 是 在 白 由 能 内 加 入 一 个 附加 项 , 这 一 -项 代表 
自由 能 展开 成 2 和 导体 每 点 处 的 磁化 强度 . 友 的 翅 航 数 内 的 第 一 
项 , 这 一 项 启 包 含有 9Q, 也 包含 有 .万 ; 这 一 项 是 2 和 的 福 性 项 ， 
即 其 形式 为 、 

a | MisQiMrdV = — NO (35.2) 

式 中 和 sy 为 恒定 张 量 , 在 普 到 情况 下 不 是 对 称 的 。 

按照 (35. 1) 和 (35. 9) 式 ， 物 体 由 于 磁化 所 得 到 的 动量 短 与 物 
体 总 磁 握 的 关系 为 
| Lawnm):— NMy. | 
通常 代 丘 Aiw 是 矢 用 由 下 式 定义 的 逆 张 量 : 


mc. 1. 
gip = Nip 》 


@ 参 并 “统计 物理 学 ”第 三 县 ,，§ 26。 


202 第 四 举 “恒定 磁场 


Ee e 和 mm 是 电子 的 电荷 和 质量 ); 无 量 移 的 量 gis 称 为 j 过 转 磁 系数 。 
于 是 





pe na) (35. 3) 


另 一 方面 , (35. 2) 式 指出 ， 从 对 磁性 质 的 影响 来 说 ， 易 体 的 明 
转 等 效 于 场 强 为 $5; 二 和 piQw 或 场 强 为 


人 一 0 (35. 4) 


| 
磁化 。 便 如 , 若 物 体 的 磁化 率 Xiw 很 小 , 则 物体 所 得 到 的 磁 拒 与 物 
体 的 形状 无 关 ， 而 等 于 


AM, = Xi = Ningih Or 





公式 (35. 3) 和 (35. 但 测 对 应 于 要 央 拓 -和 ' 哈 阿 斯 效应 
与 巴尔 涅 特效 应 。 我 们 看 到 , 这 两 种 效应 由 同一 张 量 giw 决定 。 
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$ 36。 居 里 点 附近 的 铁 磁体 ， 

铁 磁体 的 磁性 质 和 铁 电 体 的 电 性 质 之 问 ， 有 着 极 深刻 的 相似 
性 。 在 宏观 体积 内 ， 两 者 都 具有 自发 极 化 一 一 磁极 化 或 电极 化 。 
在 两 种 情况 下 ， 当 温度 改变 时 , 在 第 二 种 相 变 点 ( 居 插 点 ) 处 , 这 种 
极 化 都 演 失 。 | ; 

但 是 铁 磁 现象 和 铁 电 现象 之 问 也 存在 重大 的 差别 ， 这 种 差别 
是 由 于 引起 自发 极 化 的 微观 相互 作用 力 的 性 质 有 所 不 同 。 在 铁 电 
体内 , 晶体 点 阵 内 分 子 问 的 相互 作用 完全 是 各 向 异性 的 , 因而 自发 
极 化 矢量 与 晶体 内 的 一 定 取 向 精 合 得 相当 牢固 。 但 在 铁 磁 体内 ， 
自发 极 化 的 发 生 基 本 是 由 于 原子 的 交换 相互 作用 ， 这 种 相互 作用 

一 般 与 总 磁 矩 相对 于 点 阵 的 取向 无 关 @。 戴 然 ， 除 了 交换 相互 作 
”用 外 ， 在 原子 厂 矩 之 加 还 存在 直接 的 磁 相 互 作用 。 但 是 这 种 相互 


作用 的 效应 为 一 蔚 (。 为 原子 速 庶 )， 因 为 原子 磁 短 木 身 包含 有 因 
子 十 。 属 于 这 一 类 相互 作用 的 ， 还 有 原子 磁 御 与 晶体 点 阵 的 电场 
的 相互 作用 。 所 有 这 些 相 互 作用 (由 于 其 中 出 现 因子 于, 可 以 称 为 
“相对 瞪 ” 的 相互 作用 ), 都 比 交 换 相 互 作用 微弱 得 多 ,因而 只 导 至 
”。”@ ”大 家 知道 , 交换 相互 作用 是 由 于 粒子 采 统 的 波 国 数 对 粒 于 换 位 具有 某 种 对 称 
性 而 产生 的 特别 量 于 效应 。 波 函数 的 换 位 对 称 性 以 及 交换 相互 作用 , 只 与 系统 的 总 自 


旋 有 关 , 而 与 其 方向 无 关 ( 参 并“ 量子 力学 ”§ 60)。 交 换 相 互 作用 在 铁 磁体 中 的 作用 是 
由 抽 . 瑞 . 弗兰克 耳 , 下.T 了 . 多 尔 夫 曼 和 B. 金 花 堡 最 先 指出 的 (1928)。 
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. 晶体 能 量 根 微弱 地 俩 顿 于 磁化 方向 @。 

-因此 ， Eo 在 第 一 近似 下 ， 也 即 是 相对 于 站 本 ( 交 
换 ) 相 互 作用 而 营 , 是 一 个 守恒 量 。 这 种 情况 给 予 下 面 所 天 述 的 热 
力学 理 刘 we 在 热力 学 理论 内 ， 磁 化 强度 M 被 
帘 为 自 变 数 , 它 的 实际 数值 (作为 温度 、 场 等 的 西数 ) 以 后 可 从 相应 
的 热平衡 条 件 求 出 。 

我 们 用 do 表示 于 = 0 时 物质 的 单位 体积 的 热力 学 势 ,并 将 它 
看 作 自 八 数 M( 和 共 他 热力 学 变数 ) 的 西数 。 现 在 我 们 量 时 忽略 
相对 葡 的 相互 作用 , 也 即 是 只 考虑 基本 的 交换 相互 作用 。 于 是 ，d 
只 是 矢量 了 的 绝对 和 值 的 画 数 , 而 不 是 它 的 方向 的 画 数 。 

为 了 得 到 磁场 H 不 为 雳 时 的 热力 学 量 ， 我 们 从 下 列 关系 
出 发 : 


保持 自 变数 M 的 值 不 变 ( 关 考虑 到 二 二 0 时 , 中 = 中 一 中 0), 将 上 式 
积分 , 我 们 得 到 ”、 | 
H? 


中 一 中 o(M) 一 MH — 8— (36. 1) 
由 此 得 到 热力 学 势 中 为 
HB H? 


中 一 中 十 1 一 中 十 车 = 二 二 -(B 一 AmIVi)?. (36. 2) 


87 
如 困 和 忽 路 铁 磁体 的 磁 各 向 异性 ， 当 然 ， 和 从 量 M 和 HH 的 方向 相同 ; 
因此 ,在 (36. 1) 和 (36. 2) 式 内 ,代替 矢量 本 身 ， 可 以 写 出 它们 的 黎 
导 往 。 | 
oo 相对 座 入 相 五 作用 与 交换 相 玉 你 可 的 比值 的 数量 多 由 下 刚 此 全 得 则 : 
-世间 时 狂 ， 
一 Ne- 
起 中 Is 呈 和 称 为 物质 音 位 体积 的 微 各 六 异 性 蚀 《 参 国 下 一 节 )，N 为 弟 位 体积 内 的 
原子 数 , @ 为 大里 点 温度 。 这 比值 通常 为 10 一 10 
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在 居 里 点 附近 , -磁化 强度 攻 很 小 。 人 和 仿照 第 二 种 相 变 的 普 损 理 

论 ， 我 们 把 Pol 性) 展开 为 这 小 量 的 先 级 数 。 在 各 向 同性 画 数 展 
开 为 矢量 三 的 赛 航 数 内 , 只 包含 偶 次 赛 的 项 : 


好 


中 = doo 十 FM 十 之 了 :一 MH - 芯 ， : (36. 3) 


式 中 Poo, 0 只 是 温度 (和 压强 ) 的 汞 数 。 
，、 居 电 点 T=@ 由 系数 a 等 于 需 定 出 ， 而 且 Te@ 时 ， a>0, 
7<B@ 时 ，a<09。 在 居 里 点 附近 ， 可 以 将 西数 wa(7) 展开 为 差 人 
(人 TP 一 日 ) 的 帘 级 数 , 即 写 为 。 
a=a(T— OO), (36. 4) 

式 中 a 是 与 -与 温度 无 关 的 -个 正 量 。 在 居 里 点 附近 , 系数 5 是 正 的 ， 
大 可 以 代 以 它 在 =© 时 所 取 的 值 。 

当 五 =0 时 ,在 居 里 点 以 上 , 即 4a 二 0 时 ， 热 为 学 势 的 汲 小 人 重要 
应 于 理 =0, 也 即 是 不 存在 自发 级 化 。 在 居 里 点 以 下 ， 用 的 值 由 下 
列 条 件 求 出 





3 [ae) TB] 了 MX- St 


9 的 最 小 值 相 应 于 方 括号 内 的 式 子 变 为 雾 , 由 此 得 到 
M=4 人 (9 一 人 (36. 5) 
由 此 可 晃 , 在 趋 近 于 居 里 点 时 , 自发 磁化 与 VO 一 全 成 正比 地 碱 小 。 
和 任何 第 二 种 相 变 一 样 , 在 居 里 点 处 (五 =0 时 ) 的 转变 ， 伸 随 
有 热 容量 的 突变 。 略 去 肛 的 高 次 回 , 我 们 得 到 为 
2% Maa_y aa 





@ 参 开 “和 芒 计 物理 学 ”第 三 版 , 第 十 四 章 。 
国 ” 相 的 这 种 温度 关 票 , 发 生 于 所 有 已 知 的 铁 态 体 扑 ， 虽然 在 热力 学 上 不 及 性 
的 。 


在 非 铁 三 相 内 ， 太 一 0 和 83= Soo 而 在 铁 磁 相 内 , 由 (36. 5) 式 给 
出 , 于 是 
.SS= Soot a5 i ©). 


由 此 求 得 热 容 量 0 一 ee 





XO 2 - (36. 6) 
现在 设 且 二 0。 于 是 确定 磁化 的 条 件 2 一 0 认为 
a(T—©)M+LbM=H. (36. 7) 


x=~ (入 
- a20 
从 (36. 7) 式 , 我 们 有 


i 


我 们 定义 磁化 率 为 


在 居 里 点 以 上 , 当 五 =0 时 , 用 =0, 于 是 
| : X=T0 oy (36. 8) 
也 即 是 我 们 得 到 顺 磁 性 ， 它 的 磁化 率 与 外 一 @ 成 区 比 ( 称 为 居 里 - 
外 斯 定律 )。 
在 居 里 点 以 下 ， 当 瑟 =0 时， 用 由 (36. 5) 式 得 出 ， 于 是 我 们 
得 到 
0 
2g(OC— 二 
应 该 记 住 ， 这 个 量 不 是 一 般 意 义 上 的 做 化 率 ( 即 作 与 妞 之 加 的 比例 
系数 ), 因为 当 瑟 = 0 时 ,对 二 0 。 


(36. 9) 


@， 从 定量 方面 股 , (36.8), (36.9) 式 , 在 X 亿 | 的 区 域 大 ,. 只 是 对 立方 采 的 晶体 是 
正确 的 。 对 单 轴 晶体 还 必须 考虑 到 所 愤 各 向 异性 能 最 ( 参 况 8 37), 在 这 种 情况 下 , / 


与 M? 成 正比 , 而 当 MM 值 很 小 时 , 可 与 M? 比较 ， 失 圣 烟 过 (36.3) 式 内 的 2 项。 
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事实 上 , (36. 9) 式 的 磁化 率 , 只 在 居 里 点 的 紧邻 近 才 达到 1 的 

数量 级 。 除去 这 个 意义 很 小 的 区 域 ， 我 们 可 以 假定 , 磁化 强 论 攻 在 

磁场 作用 下 只 有 很 微小 的 变化 ， 而 在 温度 不 变 时 ， 可 以 秽 为 不 变 
量 。 这 也 就 是 下 一 节 将 要 作 的 假定 。 

在 这 一 方面 ， 铁 磁体 和 铁 电 体 也 有 很 大 的 差别 ， 在 铁 磁 体内 ， 


一 般 说 来, 让 至 噩 居 里 点 很 远 , 35 万 也 不 是 小 值 。 这 原 因 仍然 在 于 
”原子 磁 矩 比分 子 的 电 偶 极 矩 小 得 多 的 称 故 。 


$ 37。 磁 各 向 寞 性 能 


如 上 面 已 指出 的 , 铁 磁体 的 磁性 所 以 是 各 向 异性 的 , 是 因为 其 
ws 
7 

从 微观 理论 出 发 , 各 向 异性 能 的 计算 , 需要 应 用 量子 力学 的 微 
扰 理 论 ， 其 中 晶体 的 哈密 顿 画 数 内 描写 相对 论 相 互 作用 的 项 代表 
微 扰 能 量 。 但 是 不 必 进 行 这 些 计算 , 根据 简单 的 对 称 性 , 也 可 以 得 
到 这 些 式 子 的 一 般 形 式 。 

相对 给 和 相互 作用 的 哈密 晤 面 数 ， 包 含 电 子 自 秀 矢量 算 符 的 一 
定 蜂 次 的 项 一 一 一 次 项 和 二 次 项 ， 称 为 “ 自 旋 要 道 ” 相 互 作用 和 自 
旋 - 自 旋 相互 作用 。 因此 ， 应 用 微 扰 理 葵 时 ,自然 地 得 到 各 向 异性 
能 展开 为 磁化 矢量 方向 余弦 的 者 级 数 的 形式 。 另 一 方面 ， 和 热力 
学 势 中 本 身 一 样 ， 各 向 异性 能 Usman 对 时 间 变 号 也 为 不 变量 ， 但 
在 这 种 变换 中 ,磁化 强度 M 改变 正 鳞 号 。 由 此 得 出 ， 各 向 异性 能 
必须 是 矢量 M 的 方向 余 艾 的 偶 画 数 。 因 此 , 在 微 扰 瑜 的 不 为 雳 的 
第 一 近似 下 , 我 们 得 到 下 面 的 表达 式 : 


Usost 一 人 Mi (37.1) 
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式 中 pu 是 无 量 移 的 二 秩 对 称 张 量 , 其 分 量 为 温 诬 的 画 数 。 在 届时 
点 附近 , (37. 1) 式 也 可 以 先 为 各 向 异性 能 展开 为 矢量 M 的 蜂 级 数 
内 的 第 一 项 ， 而 矢量 M 在 这 一 温度 区 域内 为 一 小 量 (但 是 应 蔷 着 
重 指出 , 在 其 他 温度 下 , 这 一 观点 是 不 正确 的 )。 由 此 得 出 , 当 一 
一 @ 时 , 6i 趋向 于 不 为 雳 的 有 限 值 。 

在 单 轴 和 双 轴 晶体 内 ， 二 秩 对 称 张 量 分 别 有 二 个 和 三 个 独立 
分 量 ， 但 是 在 现在 的 情况 下 ， 还 必须 注意 到 ， 二 次 的 租 合式 ， 即 
M3 十 了 驻 3 十 收 2 二 MM?， 霸 不 与 矢量 M 的 方向 有 关 ， 因而 可 以 从 各 
向 异性 能 内 浓 去 。 所 以 对 于 章 轴 和 汉 轴 晶体 而 首 ，(37. 1D 式 总 共 
- 包含 一 个 或 二 个 独立 系数 。 
例如 , 单 轴 晶体 的 各 向 异性 能 可 以 写 为 


Uanae 一 与 (MS + M3)= FM? a (37. 2) 


式 中 9 是 M 和 zz 轴 之 问 的 夹 角 ， 这 里 选择 z 轴 为 晶体 的 主 对 称 
轴 。 如 果 常 数 6 是 正 的 , 则 在 “ 轴 方 向 磁化 时 , 各 向 异性 能 为 极 小 
值 ;这 个 轴 通 常 称 为 易 磁化 方向 。 

如 果 6 一 0， 则 易 磁化 方向 在 my 平面 内 ; 在 这 种 情况 下 自然 
可 以 把 各 向 异性 能 写 为 


Usnme— | M3, (87. 3) ， 


这 种 形式 和 (37. 2) 等 效 ， 但 共 中 Usnme 一 0 仍然 对 应 于 易 磁化 广 
向 加。 (37. 3) 式 在 zy 平面 内 是 各 向 同性 的 。 因此, 在 这 种 情况 下 ， 
易 磁化 方向 决定 于 更 高 次 的 项 (参阅 本 节 的 例题 1 )。 
我 们 现在 来 研究 单 轴 铁 磁体 的 磁化 强度 与 铁 磁体 内 的 磁场 之 
间 的 关系 。 为 明确 起 见 , 假定 6808。 我 们 记 住 假 定 了 M 的 移 对 
(六 角形 晶 采 的 钻 是 音 轴 铁 磁体 的 一 个 例子 ,在 这 种 外 内 ， 当 温度 为 一 200°0 


时 B 变 号 ,而 且 B8 ~0 和 8<0, 分 别 在 这 一 点 的 下 面 或 上 面 。 在 室温 下 , 6=4.2。 
@@。 当 言论 单 轴 晶体 时 , 站 是 指 这 种 情况 。 








值 与 也 无 关 , 因而 只 须 考 虑 矢量 M 的 旋转 。 从 对 称 性 明显 看 出 ， 
矢量 M 在 通过 z 轴 和 和 H 方向 的 平面 内 . (由 于 在 各 负 异 性 能 内 未 
考 感 高 次 项 , 这 些 项 在 wy 焉 面 内 是 各 向 异性 的 ); 我 们 选择 这 一 平 
面 为 vz 平面 ,于 是 计 及 各 向 噶 性 能 的 热力 学 势 等 于 @ 


P= BoM)+ SM 一 EM 一 HI 
S87 





sin’9— M(Hasing+ Hs0000) — 2. 
: (87. 4) 
M 对 这 的 依 顿 关系 由 平衡 条 件 38 一 0 求 出 , 由 此 得 


8BHMasingcosO= 万 .cosg 一 万 :sinO. (37. 5) 
对 未 知 量 t= sing 而 言 , 这 是 四 次 的 代数 方程 : 
(BMEé— Hs (1~é)= He, 
当世 为 奇 次 者 时 , 式 中 的 系数 不 为 雳 。 这 个 方程 或 者 有 二 个 实 根 ， 
或 者 有 四 个 实 根 (而 且 都 二 1)。 因 为 这 些 根 都 对 应 于 画 数 名 (9) 的 
极 值 , 因此 , 十 分 显然 , 在 第 一 种 情况 下 , 这 画 数 有 一 极 小 值 和 一 极 
大 值 ， 而 在 第 二 种 情况 下 ， 有 两 个 极 小 值 和 两 个 极 大 侍 。 换 勾 话 
训 , 在 第 一 种 情况 下 , 对 应 于 H 的 给 定 值 , 有 一 个 磁化 方向 。 而 在 
， 第 二 种 情况 下 , 对 应 于 H 的 给 定 值 , M 有 两 个 不 同 的 方向 , 共 中 一 
个 方向 (对 应 于 B 的 极 小 值 中 的 最 小 值 ) 在 热力 学 上 是 完全 稳定 
的 ， 而 第 二 个 方向 (对 应 于 巴 的 极 小 值 中 的 最 大 值 ) 在 热力 学 上 是 
亚 稳定 的 。 
取决 于 互 。 和 互 。 值 的 不 同 ， 可 发 和 这 种 情况 或 那 种 情况 。 当 


@ 在 下 面 的 对 论 中 , 对 于 各 向 异性 能 , 我 们 利用 (37.2) 式 。 但 是 应 融 措 出 ， 以 
(37.2) 式 为 第 一 项 的 展 下 式 , 在 实际 情况 下 , 通常 收 钱 性 相当 坏 。 因 此 ,为 了 对 现象 人 
出 满意 的 定量 描写 ,还 必须 考虑 下 一 项 ( 印 四 次 项 ， 对 于 大角 形 晶体 , 叱 与 sin48 成 正 
E)。 


} 
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a 
合 , 就 会 从 一 种 情况 转变 为 另 一 种 情况 。 这 时 曲线 (9) 代 桩 有 一 


极 值 点 而 有 一 拐点 , 即 除了 2 为 雳 外 , 一式 导数 En 也 变 为 雳 。 把 
(37.5) 写 成 








sinO . cosd 
再 对 09 例 分 一 区 ， 我 们 得 到 
_H, H; 


| sind ”coss0 
从 这 两 个 式 子 内 消去 9, 我 们 得 到 
H+ Ht- (eM)t. (37. 6) 

在 Hs, Hz 图 上 ,方程 (37. 6) 给 出 如 图 20 所 示 的 于 合 曲线 。 这 
曲线 把 及 。，H4 平面 分 成 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 可 能 存在 亚 稳定 状 
态 , 另 一 部 分 则 不 可 能 。 不 必 进 行 补 充 的 研究 , 可 以 明显 看 出 ， 亚 
稳 状 态 不 存在 的 区 域 是 曲线 外 的 区 域 。 因 为 当 五 一 = 时 , M 只 有 
沿 磁 场 下 的 一 个 方向 是 稳定 的 。 

亚 稳 状态 的 存在 导 至 可 能 存在 所 
音 磁 滞 现 象 ， 这 种 现象 是 当 外 磁场 变 
所 化 时 铁 夏 体 的 状态 发 生 不 可 通 变 化 而 
产生 的 。 因 此 , 图 20 所 示 的 曲线 表示 
磁 汪 的 “ 币 对 界线 ”， 如 果 磁 场 值 在 这 
曲线 以 分， 则 在 任何 情况 下 都 不 会 有 
磁 灌 现象 发 生 D。 





” ” @ 在 这 一 章 的 叙述 中 , 我们 只 限于 研究 铁 故 体 的 热力 学 焉 衡 态 以 及 其 中 的 可 迟 
寺 程 。 对 别 是 我 们 完全 不 时 论 磁 并 现象 的 机 构 ， 这 种 现象 和 最 体 的 后 隐 、 样 品 的 内 应 
力 . 多 晶 性 以 及 其 他 原因 有 关 。 
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磁场 强度 H 生殖 于 易 磁 化 轴 的 状态 ( 囊 s= 及 及 =0)， 需 要 
作 特 别 的 研究 。 这 时 热力 学 势 为 | : 
2 di BHMsing. (37. 7) 


如 果 HB8M, 则 理 只 有 一 极 小 值 一 一 当 0= 5 也 有 即 是 当 磁 化 强 
度 不 行 于 磁场 方 向 。 如 果 忆 <<pHM, 则 当 


一 JX sing = 七 训 . (37. 8) 


时 , 定 有 一 极 小 值 , 这 相应 于 矢量 M 的 两 个 可 能 位 置 (在 角度 9 和 
7 一 9 下 ), 它们 对 > 轴 是 对 称 的。 由 此 可 知 , 在 这 种 情况 下 ， 有 两 
个 平衡 状态 , 而 且 负 的 值 相 同 , 因而 稳定 程度 也 相同 。 

.这 一 情况 是 非常 重要 的 ， 因 为 可 能 引起 两 “ 相 ” 互 相 接 触 而 存 
在 。 其 中 场 强 H 相同 , 但 磁化 强度 M( 因 而 也 是 磁 砍 应 强 诬 马 ) 不 
同 。 辣 果 出 现 新 的 可 能 性 ,使 物体 的 总 热力 学 势 丰 小 ; 物体 的 体积 
可 以 分 戌 许多 单个 的 小 区 域 , 在 每 一 小 区 域内 , 磁化 有 两 个 容许 方 
向 中 的 一 个 方向 ; 这 些 区 域 称 为 自发 磁化 区 域 或 称 为 磁 栈 。 实 际 
上 , 确定 铁 磁 体 的 热力 学 平衡 机 构 , 需要 研究 整个 的 物体 ， 并 若 卡 
到 它 的 只 体形 状 和 大 小 。 我 们 将 在 $ 39 内 再 回头 讨 花 这 个 问题 。 

我 们 现在 帮 究 铁 磁体 的 一 小 段 , 这 小 段 比 物体 的 总 体积 小 , 但 
大 于 磁 暑 的 线 度 。 在 这 一 小 段 内 ， 磁 场 强度 恕 ; 可 以 假定 是 不 变 
的 , 我 们 用 产 和 马 表 示 按 它 的 体积 而 求 得 的 M 和 BB 的 平均 值 。 
和 H。 一样, 磁化 强度 的 横向 分 量 及。 一 ?也 是 不 变 的 。 在 不 同 
的 磁 哮 办 , 纵向 分 量 用 相差 一 个 正 负 号 , 因而 , 在 任何 情况 下 , 其 
de 0 
均 磁 威 应 为 
Bo 一 Pa(1 十 Bsn M? = (37. 9) 
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由 这 些 式 子 ,可 以 求 出 相应 于 单 轴 铁 磁体 磁 太 精 构 的 斑 均 磁 正 应 
值 的 区 域 。 | 
现在 我 们 转 到 研究 立方 系 的 铁 磁 晶体 。 它 们 的 性 质 和 单 由 
《以 及 双 轴 ) 唱 体 有 重大 差别 。 问 题 在 于 ,由 矢 蚌 M 的 分 量 构成 的 
唯一 的 二 次 组 合式 是 了 3 十 M$ 十 M3 之 和 ， 人 
不 变 式 , 寿 且 与 M 的 方向 无 关 。 因 此 ， 在 立方 晶体 内 ， 各 园 隐 性 能 
展开 式 内 不 为 圭 的 第 一 项 不 是 二 次 项 而 是 四 次 项 。 ee 
TI 
轴 晶 体 弱 得 多 。 
立方 对 称 有 两 个 由 矢量 M 的 分 量 所 梅 成 的 四 次 不 变量 : 


(MS M3 + M3 M3 + M3 M3 ) 和 喜 (M4 + M$ + M4). 
但 是 这 些 不 变量 在 现在 的 情况 下 不 是 独立 的 ， 因 为 它们 相 加 之 和 
是 与 方向 无 关 的 量 : 二 (23 十 213 十 M3)*。 所 以 ,立方 铁 磁体 的 各 
向 异性 能 只 包含 一 个 常数 (在 所 考虑 的 近似 下 @)， 并 且 可 以 写 为 


Damst 一 6(M2N3 + MS M2 -+ MS M2) (37. 10) 
或 者 写成 等 价 形式 : 
Usaam= — SMS + M$+ M$). (37. 11) 


当 6>0g 时 ,对 矢量 M 的 三 个 位 置 一 一 平行 子 立 方 体 的 三 个 
楼 (zi yz 轴 ; 晶 向 [100]、[010]、[001])， 磁 各 向 异性 能 在 数值 上 
有 相同 的 极 小 值 。 由 此 可 见 ,在 这 种 情况 下 ， 晶体 有 三 个 等 价 的 易 
磁化 轴 。 


”以 下 的 近似 相应 于 六 次 项 。 在 训 算 六 次 的 独立 不 变量 的 数目 时 , 不 但 应 芒 消 
去 与 方向 无 关 的 量 MS, 而 且 也 应 苇 消 去 与 四 次 不 变 式 只 差 一 个 因 于 以 ? 的 表达 式 。 精 
果 只 剩 下 了 一 个 不 变 最 ， 可 以 选择 为 M2M3 M2。 

@ 例如 在 铁 内 就 存在 这 种 情况 。 
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如 果 6B 二 0%， 则 当 M2== M3 = = M3=M’, 也 即 是 当 撩 量 M 


平行 于 立方 体 的 四 个 空间 对 角 线 的 任 一 个 时 (上 唱 向 [1L1]、[Ilt] 等 
等 )， 磁 各 向 异性 能 取 极 小 值 。 在 这 种 情况 下 ， 它 们 也 就 是 易 磁 化 
方向 。 

应 该 注意 到 , 立方 铁 磁 晶 体 , 在 它 的 任何 一 个 易 磁 化 方向 自发 
磁化 后 ,严格 说 来 ,将 失去 它 的 立方 对 称 性 (由 此 原子 发 生 相 应 的 
移动 , 即 晶 体 点 阵 发 生 蝴 变 )。 在 立方 体 的 楼 方向 磁化 的 晶体 ， 成 
.为 弱 正 方形 的 , 而 在 立方 体 容 间 对 角 线 方向 蔽 化 的 晶体 , 则 成 为 将 
面体 。 在 这 方面 ,立方 系 晶体 和 单 轴 晶体 不 同 的 地 方 , 是 它 的 易 磁 
化 方向 平行 于 主 对 称 轴 ; 十 分 显然 , 在 这 个 方向 的 磁化 , 不 会 改变 
晶体 的 对 称 性 。 

研究 立方 晶体 的 M 对 下 的 依 顿 关 系 ， 在 原则 上 和 上 面 研究 
单 轴 晶 体 的 方法 相似 。 但 是 , 由 于 数学 方程 更 为 复杂 , 因此 要 得 到 
显 式 的 分 析 式 是 不 可 能 的 , 我 们 将 不 深入 讨 花 入 这 一 间 题 。 


例 题 


1. 了 号 用 单机 品 休 的 Zrxym8# 和 展开 式 内 导 至 zy 平 鲁 内 的 各 向 异性 的 二 
次 以 下 的 项 。 

解 . 这 个 问题 归 精 为 求 出 由 矢量 M 的 分 量 所 粗 成 的 最 低 次 ( 偶 次 ) 肾 
的 独 浆 组 合式 ， 这 些 组 合式 对 晶体 的 对 称 变 换 是 不 变量 ， 着 且 所 包含 的 Ms 
和 My 不 是 M2 二 M3 之 和 的 形式 。 在 正方 对 称 柔 内 ， 有 一 个 这 样 的 组合 合式 ， 
可 以 选择 为 

M2MY | 

[组 合式 去 (M$ 二 下 外 和 上 面 所 指出 的 组 合式 一 起 , 欠 由 去 (23 二 MM)? 之 和 ， 
因此 不 是 独立 的 ]。 - 

在 六 角 对 称 情 况 下 , zy 府 面 内 的 各 向 异性 只 出 现在 六 次 项 内 ， 我 们 选择 


@ 例如 在 名 内 。 
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六 欢 的 独立 不 变 租 合式 为 
ELM iM (Ma iMy)°] = 


一 2 y M$ — MEM tM$). 、 


ee 里 容许 有 一 个 这 样 的 六 次 项 和 一 个 四 次 的 独 六 组 合式 , 例如 





y+ Ms— iMy) = MM (M2 — 3M3). 


但 是 , 求 引 zy 平面 内 的 易 磁 化 方向 (由 于 M; 很 小 ), 需要 疗 时 计 及 四 次 项 和 
六 次 项 。 
2. 候 没 单 吉 铁 磁 晶 体 为 凶 畏 糖 球形 状 (其 电磁 化 轴 与 通 转帐 相合 ), 放 在 
”外 磁场 名 内 , 试 求 晶体 具有 磁 暑 结构 时 的 名 值 区 域 。 
” 解 . 根据 均匀 外 磁场 内 椭 球 的 一 般 性 质 ($8), 对 磁 螺 结构 平均 而 得 到 的 
磁感应 平均 值 取 和 磁场 强度 了 HH=H 与 刍 的 关系 为 
nBs+(1—n)H,= Oz 


1—%s Ll+ryy 


式 中 必 为 稿 球 主 二 方向 Gs 轴 ) 的 退 磁 化 柔 数 。 全 五:=0， 并 利用 (37.9) 式 ， 
我 们 得 到 : 


~ 乌 : Hz 
Tl SY E 
由 此 演 去 五 s, 求 得 所 求 的 不 等 式 为 
_ 62 第 


C4nn)> 十 TB 十 中 (二 得) 0 


这 个 式 子 确定 了 磁 暑 和 乡 构 存在 的 区 域 。 

3. 斌 为 强人 磁场 办 ( 五 六 4rM) 的 多 型 体 求 用 对 各 蜡 粒 求 平均 而 得 到 的 平 
均 磁 化 强 庶 , 硬 粒 其 有 单 胃 对称: 性。 

艇 ， 设 在 一 品 粒 内 ，9 和 光 为 易 磁 化 方向 分 别 与 矢量 M 和 焉 所 成 的 来 
角 。 可 以 预先 看 同 ， 存 强 磁 场 内 ，M 的 方向 将 接近 于 HH 的 方向 ， 也 即 是 角 


一 9 一 很 小 。, 在 (37.4) 式 内 写 出 MH =MIIcos (0 一 y), 并 全 导数 3 等 于 
”都 , 于 是 我 们 得 到 z 


入会 Si 8 = 一 in9¢os 0. 
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十 分 显然 , 平均 磁化 强度 本 行 于 H 方向 , 并 县 等 于 
Md] 1 sl) 
式 中 的 短 横 线 志 示 对 各 蝇 粒 求 在 均值 。 假 定 各 上 品 粒 的 易 磁 化 辆 方向 都 是 右 
符 几 检 的 , 我 们 得 到 


B2M? 


HM(1— Fs 


由 此 可 见 , 平均 矿 化 强度 按 定 健 再 一 Mr 声 趋 近 于 豫 和 。 


4. 所 求 .与 上 题 相同 ,但 唱 粒 具有 立方 对 称 性 。 
解 ， 当 附加 条 件 为 M2 十 M3 十 M2 = 常数 时 ， 天 达 式 


3 SMS+MS+M )— (HoMs+ HyMy+ HaM;) 


肥 极 小 值 的 条 件 为 
2pM3 + Hx = NM,, 
2BM3 +H,= AM,, 
28312 +H,= AM,, 
式 中 入 人 日 未 定 因子 。 当 五 很 大 时 , 由 此 得 


Ms, 宕 TH + EH3 + 


将 这 三 个 等 式 的 平方 外 加 , 我 们 得 到 21? 尘 二 ， 也 即 是 ^ 守 7, 于 是 求 得 M 和 


红 疝 的 夹 角 为 和 
[MH]? _ 4p°M° 
M2 H? H' | . 
式 中 求 和 时 循环 交换 下 角 标 zy，z。 将 这 素 达 式 对 各 唱 粒 的 各 种 取向 求 王 
均值 ， 舌 价 于 对 矢量 班 的 各 方向 求 平均 值 。 对 确定 下 方向 的 球面 角 进 行 积 
分 , 就 骨 到 后 一 平均 值 为 @ 


?sin?28 = 





HHS(H2— HS)’, 


@ 对 于 立方 晶体 也 存在 一 个 场 区 域 ,其 中 M 玫 如 炊 于 各 向 异性 能 , 但 小 于 4rM2。 
所 得 到 的 公式 在 这 里 不 能 应 用 , 因为 在 推导 它 时 没有 考虑 到 在 不 同 申 粒 内 由 于 磁化 慷 


向 不 同 而 出 现 的 场 。 在 这 种 请 况 下 , 3 页 精 确 的 研究 也 导 下 定律 方 5 但 有 系数 不同 。 我 们 


未 去 说 积 研 究 这 个 半 题 , 因为 得 到 的 结 肉 , 由 于 虽 前 傈 不明 自 的 说 内 ， 和 实验 数据 是 分 
. 歧 的 。 
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_ 2 8B2MS 
-Mu(1 2)=M(1— 6087) 


8 38.。 铁 磁体 的 磁 致 伸 纺 


磁场 内 铁 磁体 磁化 强度 的 改变 , 引起 铁 磁体 发 生 形变 , 这 种 现 
象 称 为 磁 致 伸 粮 现象。 这 种 现象 的 产生 饶 和 物体 内 的 交换 相互 作 
用 有 关 ， 也 和 相对 葵 的 相互 作用 有 关 。 因 为 交换 能 只 与 磁化 强度 
的 移 对 值 有 关 ， 因 而 它 的 变化 也 只 依 顿 于 磁场 内 了 下 量 的 变化 。 昌 
然 , 一般 说 来 , 后 者 非常 之 小 , 但 是 ， 另 一 方面 , 交换 能 本 身 却 比 各 
向 异性 能 大 得 多 。 因 此 , 两 种 相互 作用 所 引起 的 磁 致 伸缩 效应 , 在 
数量 级 上 是 可 以 相互 比较 的 。 

这 种 情况 存在 于 单 轴 晶体 内 。 由 于 M 方向 的 改变 所 产生 的 
显著 形变 , 发 生 在 及 ~8MM 的 场 内 ; 在 及 ~4mM 的 场 内 , 量 用 的 改 
变 成 为 主要 的 。 这 两 个 区 域 实际 上 是 相合 的 , 因此 , 研究 单 轴 铁 磁 
体 的 磁 致 促 连 现象 时 , 一般 说 来 , 必须 同时 考虑 到 两 种 效应 。 在 这 
里 我 们 不 准备 详 组 去 求 这 些 相当 复杂 的 公式 。 

在 立方 晶体 内 ， 由 于 各 向 异性 能 较 小 (四 欢 量 )， 情 况 截然 不 
同 。 由 于 M 方向 的 改变 所 引起 的 显著 磁 致 伸 第 , 甚至 也 发 生 于 比 
较 弱 的 场 内 , 共 中 用 的 稳 对 值 的 变化 , 可 以 完全 忽略 不 计 。 我 们 现 
在 来 研究 这 些 效 应 。 

描写 形变 物体 内 相对 其 相互 作用 能 的 变化 ， 是 在 热力 学 势 中 
内 添 大 附加 的 “做 弹性 " 质 ， 这 些 项 合 顿 于 弹性 应 力 张 量 ciz 的 分 
量 和 矢量 M 的 方向 [ 阿 库 洛 (H. C. Agyxon)，19281。 其 不 为 雳 的 
头 几 项 对 et 是 次 性 的 ， 对 矢量 M 的 方向 余弦 则 是 二 次 的 (因为 
后 者 对 时 间 变 号 是 对 称 的 )。 因 此 , 在 一 般 情况 下 ， 对 于 磁 弹 性 能 ， 
我 们 得 到 表达 式 为 

Un = — NipimO ip M1 Mon, (38. 1) 
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式 中 Nipim 是 四 秩 张 量 , 对 两 对 下 角 标 i,K 和 1,m 是 对 称 的 (但 对 
i,k 与 1,m 的 换 位 不 对 称 )。 在 居 里 点 附近 ， 展 开 为 矢量 M 的 方 
向 余 续 的 考 毅 数 与 展开 为 其 分 量 的 考级 数 等 效 , 因而 量 Mpim 趋 近 
于 一 常数 。 | 
在 计算 张 量 Npim 的 独立 分 量 的 数目 时 ， 必 须 注意 到 ，(38. 1) 
内 的 项 包含 M 分 量 的 组 合式 : Mb23 -MY 二 3， 这 些 项 与 M 的 方 
向 无 关 , 因而 可 以 从 磁 弹 性 能 内 消去 人 。 注意 到 这 一 点 , 我 们 得 到 ， 
在 立方 唱 体内 , 磁 弹 性 能 包含 二 个 独立 的 系数 ; 方便 的 是 把 它 写 成 
下 面 的 形式 : 
Ug = —NM(o ss Mi to yw M3 + os M2)— 
—2MN(osMs M+o ss Ms My ops My WM,). (38. 2) 
把 皇 对 oiw 的 相应 分 量 求 微分 , 就 得 到 形变 张 量 : 


3 中 
3cor 











2 一 一 


而 且 中 内 还 必须 包含 通常 的 弹性 能 ( 正 负 号 相反 ,参阅 107 页 的 底 
注 )。 在 立方 晶体 内 , 后 者 包含 三 个 独立 的 弹性 系数 , 其 形式 为 
Uen— 写 (cisto +o) + 


Ee 
+ks(o2y+o2, to22). (38. 3) 
“我 们 得 到 形变 张 量 为 @ 
Wss— Ei ss Kaoyyt oz2) T+ NMS, 
| Wsy—= kao wy NM os M,. | 
《对 其 余 分 量 , 有 类 似 的 式 子 )。 


(38.4) 


@ ”由 此 而 引起 的 对 选择 Aik1m 的 某 种 任意 性 ，` 只 不 过 表明 选择 M 的 方向 是 有 
条 件 的 , 这 时 [ 汽 有 外 加 的 机 械 力 ) 我 们 假定 晶体 是 未 形变 的 。 
图 “在 把 里 微分 时 , 必须 注意 到 110 页 上 的 底 注 。 
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这 些 公式 包含 了 全 部 的 磁 致 伸 戎 数 应 (在 所 研究 的 场 区 域 

内 )。 特 别 是 没有 内 应 力 时, 由 公式 
Wso = MMS, Wry=: NM M 

可 求 出 磁化 方向 改变 时 的 形变 变化 。 我 们 应 该 记 住 ， 由 于 假定 形 
变 不 存在 的 M 的 方向 是 有 条 件 地 选择 的 , 因此 形变 的 艳 对 值 在 一 
定 的 意义 上 也 是 有 条 件 的 。 

既然 在 立方 晶体 内 各 向 异性 能 很 小 因此 就 发 生 了 一 个 问题 ， 
除了 各 向 异性 能 外 , 是 否 还 需要 同时 也 考虑 到 磁 致 促 辖 (例如 当 求 
磁化 强度 对 场 的 依 环 关 系 时 ), 而 这 常常 会 使 用 题 极 其 复杂 化 。 但 
实际 上 大 不 如 此 ， 因 为 各 向 异性 能 总 是 大 于 磁化 强度 改变 时 所 引 
起 的 磁 弹 性 形变 能 。 各 向 异性 能 是 自 旋 - 自 旋 相互 作用 的 微 扰 理 
给 的 二 浆 效 应 , 其 数量 级 为 这 些 相 互 作用 能 的 于 方 除 以 交换 能 (全 
部 量 都 属于 单位 体积 )。 但 磁 弹 性 能 虽然 也 是 这 种 平方 的 数量 竹 ， 
但 其 除数 较 大 ( 除 以 晶体 的 弹性 模 量 )。 

现在 来 研究 如 此 强 的 磁场 内 ( 且 泡 4m 用 ) 磁体 的 磁 致 伸 糖 效 
应 , 这 时 各 向 蜡 性 能 不 重要 , 而 磁 哮 糙 构 也 不 存在 , 于 是 M 的 方向 
可 以 假定 与 H 的 方向 相合 

ee 
重要 ,于 是 下 面 得 到 的 公式 , 可 以 同样 地 应 用 于 任何 铁 磁体 上 。 

假 识 铁 磁体 在 均匀 的 外 磁场 9 内， 它 的 总 热力 学 势 罗 @ 由 下 
式 得 出 : 

FE= -NS=— MYS, (38. 5) 

式 中 .N= MV, 为 在 磁场 方向 受到 均匀 磁化 的 物体 的 总 位 矩 ; 在 这 
里 我 们 略 去 了 与 磁场 无 关系 的 9 项。 形变 张 量 对 物体 的 体积 求 
平均 由 下 式 得 出 : 
”  @ ,这 里 儿 的 定义 是 根据 $ 12 内 的 定义 。 只 当 物 体 的 形变 存在 很 大 的 不 均匀 性 
时 ,这 个 式 子 才 不 能 应 用 。 
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1 2% 


Wih 二 一 


Vv do se” 





由 此 得 


“ V Oo ji 
由 此 可 网 ,形变 决定 于 三 化 强度 对 内 应 力 的 依 顿 关系 。 
当 晶体 为 立方 对 称 时 , 表征 晶体 性 质 的 任何 二 秩 对 称 张 量 , 者 
变 成 一 标量 乘 上 8iw。 这 种 情况 也 适用 于 张 量 2355 了, 于 是 在 这 
种 情况 下 , 磁 致 伸 纺 形变 变 成 为 各 向 正 纵 或 伸 长 。 
如 果 我 们 万 兴趣 的 只 是 物体 总 体积 的 变化 57, 则 只 要 将 今 对 
压强 微分 ,就 得 到 37 为 ， 


T_ 3a 包 < 3aCMP) 


式 中 2 必须 理解 为 加 在 物体 上 的 均匀 压强 。 


z= oTVM) (38. 6) 


(38. 7) 


例 题 


斌 求 在 外 磁场 省 ~47M 内 的 铁 磁 体 椭 球 发 生 磁 和 致 促 糙 时 的 体积 变化 , 磁 
场 方 向 与 酉 球 的 一 个 轴 平 行 , 铁 磁 体 假 完 是 立方 的 了 。 
解 ， 略 去 各 向 异性 能 不 计 ， 磁 团结 构 存在 的 区 域 由 不 等 式 B<4rM 求 
鳃 , 这 时 五 = 0( 短 钱 表 示 对 物体 体积 求 平 均值, 参照 8 37)。 在 条 球 内 ,nnB 十 
十 (1 一 %) 豆 = 名 , 并 兮 瑟 = 0 于 是 得 到 磁 暑 结构 在 在 的 区 域 为 
SA4raM 
这 时 nB8=4rn 放 = 名 ,也 郎 是 平均 磁化 强 庆 为 
无 = 鱼 


4r22” 


由 此 得 到 热力 学 势 为 


@ 契 间 机 铁 磁体 内 , 当 已 ~4rM 时 , 还 必须 考虑 到 各 外 异性 能 ， 但 在 立方 晶体 
内 上 旭 不 须 如 此 。 
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2 
如 果 名 > 4r2M, 则 要 球 完全 党 磁场 方向 磁化 : 用 == 玉 。 了 这 时 
= 一 MSF 二 2rM2T7m (2) 
( 当 =4rMw 时 , (1) 式 和 (2) 式 相合 )。 
将 多 对 压强 进行 微分 ,于 是 得 到 所 求 的 体积 改变 为 
37 二 一 辟 线 各 果 久 二 rnM， 
Brn 9p 


a , 
aV= -HE tr, 如果 名 =4raa，- 


当 急 六 4rnaf 时 我 们 又 得 到 正文 内 的 (38.7) 式 。 


§ 39， 铁 磁体 的 磁 畸 结构 


在 8 37 中 全 经 指出 , 存在 一 个 宽广 的 状态 区 域 ， 其 中 铁 磁 体 
具有 所 请 磁 暑 精 构 ， 也 即 是 可 以 分 解 成 为 许多 具有 不 同 磁化 方向 
的 小 区 域 O。 不 在 外 磁场 内 的 铁 磁体 , 尤其 是 如 此 。 

直接 根据 磁场 的 边界 条 件 ， 可 以 对 磁 哮 问 分 界面 的 形状 作出 
若干 推 葵 。 因 为 相 邻 磁 启 的 磁场 强度 H 相同 , 因而 磁感应 强度 的 
法 向 分 量 九 , 为 连续 的 条 件 , 就 归结 为 下 为 连续 的 条 件 。 在 单 轴 
晶体 内 , 当 下。 M 相同 时 ， 不 同 磁 啼 的 磁化 强度 只 是 相差 M。 的 
正 负 号 。 在 这 些 条 件 下 ，M, 的 连 粮 性 表明 , 分 界面 必须 与 z 轴 平 
行 , 即 与 易 磁 化 轴 平 行 。 

我 们 首先 来 研究 与 磁 暑 的 具体 形状 无 关 的 分 界面 的 性 质 。 这 
些 分 界面 实际 上 是 一 些 很 狭 的 过 滤 层 ， 共 中 磁化 方向 从 一 个 磁 轩 
内 的 方 铅 改变 到 另 一 个 磁 哮 内 的 方向 是 连 各地 改变 的 。 这 种 层 的 
“宽度 ”和 共 中 M 变化 的 过 程 , 由 热力 学 平衡 条 件 决定 。 这 时 必须 . 


@_ 侈 暑 的 概念 是 外 多 依 基 (1907) 最 先 提出 的 。JL. .请 道 和 了 . M. 权 弗 席 萄 葵 
出 了 磁 暑 的 热力 学 理论 。 
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苯 上 感到 由 于 磁化 不 均匀 而 引起 的 附加 能 量 。 这 种 "不 均匀 能 的 最 
大 贡献 , 来 自 交 换 相 互 作 用 。 从 宏观 观点 看 来 , 这 能 量 可 以 表示 为 





M- 对 坐标 的 导数 。 如 果 假 定 M 方向 的 陡 度 相当 小 , 则 可 以 在 普通 


形式 下 作 到 这 一 总 ;这 条 件 表 明 , 磁 矩 方向 的 重大 变化 只 发 生 在 大 
二 原子 癌 距 的 距 见 上 。 在 现在 的 情况 下 , 这 一 条 件 显然 满足 , 因为 
相 邻 原子 磁 丁 方向 的 重大 差别 ， 人 因而 这 在 
热力 学 上 是 不 利 的 。 

我 们 用 xss 表示 “不 均匀 性 能 ”的 密度 。 在 Uxws 展开 为 M 
分 量 的 不 辐 次 导数 的 皮 级 数 内 ， 其 最 大 项 是 一 浆 导 数 的 二 次 项 (由 
于 对 时 间 变 号 是 对 称 的 , 因而 不 可 能 是 线性 项 )。 其 次 , 由 于 Urs 
是 由 交换 作用 所 产生 的 ， 因 而 在 晶体 的 一 定点 处 ， 它 时 M 的 移 对 


方 疝 无 关 。 满 足 这 些 条 件 的 普通 式 子 为 


1 9M, 9M, 
Uw 二 去 5 记 Oi az， Bary’ (39. 1) 


式 中 aip 是 对 称 张 量 。 此 外 ， 这 二 次 (对 导数 而 车 ) 式 应 取 实 在 正 
值 。" 在 单 轴 晶 体内 ， 张 量 ui ee 


形式 为 
U3 = 到 [6 2 ) - CU . 十 总 aa (3%) ， (39. 2) 


而 ci 和 在 立方 晶体 内， 有 ad 一 02zo 

对 于 (39. 1) 式 ， 必 须 作 如 下 的 说 明 。 具 有 实际 热力 学 意义 的 
并 不 是 Uxws 本 身 , 而 是 Uxtws 对 物体 体积 的 积分 。 由 于 这 一 原因 ， 
我 们 无 须 写 出 Uss 内 含有 M 的 分 量 和 它 对 坐标 的 二 次 导数 的 
乘积 的 各 项 ， 虽 然 在 形式 上 这 些 项 的 数量 级 也 和 (439. 了 ) 式 内 的 各 
项 相 人 局。 问题 在 于 , 对 体积 进行 积分 时 , 它们 变换 为 一 次 导数 的 乘 
上 , 也 即 是 已 由 (39. 1)@ 式 基 碟 在 内 。 








四 “由 二 晶体 的 对 称 性 , 可 以 容许 存在 包 全 一 次 短 导 数 殖 全 和 M1 分 量 相 滋 的 
项 。 但 是 , 在 对 物体 的 体积 积分 时 , 这 些 项 变 成 只 依 环 寺 物 体 表 面 性 质 的 式 子 。 


222 第 五 章 ，” 铁 磁性 

举 一 个 例子 , 我 们 来 研究 单 轴 晶 体 的 磁 哮 壁 , 这 时 我 们 假定 矢 
量 M 完 全 与 易 破 化 再 (2 OO 没有 外 加 磁场 时 的 
磁 轩 特别 是 这 样 的 。 

过 渡 层 的 精 构 由 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 决定 P。 这 时 ， 交 
换 能 倾向 于 使 层 的 厚度 增加 (即使 M 方向 的 改变 更 为 平坦 ); 而 各 
向 异性 能 则 有 相反 的 作用 ， 因 为 M 与 易 磁 化 方向 的 任何 偏离 ， 都 
会 使 各 向 异性 能 增加 。 | 

选择 x 轴 的 方向 垂直 于 层 平 面 ; M 的 分 布 只 与 这 一 坐标 有 关 。 
矢量 M 沿 层 厚 许 的 转动 发 生 在 yz 平面 内 , 也 即 是 处 处 有 =0。 这 
可 从 下 面 的 简单 考虑 明显 看 出 。 不 均匀 性 能 和 各 向 异性 能 ， 一般 
与 磁化 强度 在 哪 一 平面 内 发 生 转 动 无 关 。 不 为 雳 的 分 量 M。 的 存 
在 , 必然 引起 产生 磁场 , 因为 由 此 而 引起 附加 的 磁 能 ， 因此 在 热力 

学 上 显然 是 不 利 的 。 2 在 磁 哮 体 积 内 ， 必 。 一 0， 如 果 在 过 滤 
层 内 M,*~#0, 旭 div M=2 ods th 不 为 替 。 饶 然 divB = div H+ 
十 4rrdiv M=0, 因此 ,除了 div M 才 0 外 ,也 应 访 div 王 尖 0, 妈 王 才 
大 0。 
设 9 为 M 与 % 轴 二 的 来 角 。 寺 是 M 的 分 量 为 

Ms=0, M,= Msin0, Ms= MeosO. 

不 均匀 性 能 和 各 向 异性 能 之 和 由 下 列 积 分 输出 : 


十 oo 


| | 多 C3 + MS) 十 22 人 |z= 


= 与 二 {a0 2+ Bsin’0) dx (39. 3) 


“( 扩 表 示 对 x 取 微分 ), 自由 能 内 的 其 余 各 项 与 层 的 糖 构 无 关 , 因此 


，”@ 这 里 更 正确 地 应 称 为 总 自由 能 , 而 不 是 总 热力 学 势 ， 是 因为 注意 到 在 层 内 可 . 
能 有 很 不 均匀 的 形变 。 


在 这 里 可 以 赂 去 。 为 了 求 出 使 这 积分 为 极 本 町 的 画 数 如 (xz)， 我 人 
写 出 相应 的 欧 拉 方 程 : 
o0 "一 6 sing cos0=0, <、 
第 一 次 积分 后 得 . 
0” 一 全 sin?9 一 常数 。 
假设 过 渡 层 的 厚度 比 磁 团 本 身 的 厚度 小 ， 于 是 我 们 可 以 写 出 
这 个 方程 的 边界 条 件 为 
. 当 zx= 一 c 时 ，0=0， 
当 z 一 十 co 时 ，0 一 Tr)， | (39. 4) 
当 z= 二 十， 即 9 一 0, 7 时 ，07=0. 
这 些 边界 条 件 表明 , 相 邻 磁 里 在 相反 方向 磁化 ,于 是 式 中 的 常数 = 
=0, 把 下 列 方 程 积分 : 


我 们 得 到 
cosb = -thy £% (39. 5) 
由 这 个 式 子 可 以 求 出 过 渡 层 办 磁化 强度 方向 改变 的 过 程 ， 这 层 的 
¢% ?2 0 
厚度 ”为 ~ 时。 
把 (39.5) 式 再 代入 (39. 5), 我 们 得 到 


或 者 进行 积分 后 , 得 

2312 on8. (39. 6) 
如 果 把 磁 暑 壁 视 为 几何 平面 ， 了 则 (39. 6) 式 为 “表面 张力 ”， 为 了 计 及 
形成 这 种 磁 暑 壁 所 需 的 能 量 , 必须 添上 这 一 项 。 
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在 热力 学 平衡 下 的 磁 旷 形状 和 大 小 ， 由 总 热力 学 势 为 极 小 值 
的 条 件 求 出 。 它 们 主要 依赖 于 物体 的 具体 形状 和 大 小 。 在 铁 磁 体 
为 平行 平面 板 的 最 简单 情况 下 , 原则 上 磁 团 形状 可 以 为 平行 层 , 或 
en si 西 的 “种 维 状 "车 构 。 为 明确 起 见 ， 下 面 我 
们 将 称 之 为 “ 层 

大 晓 间 住 们 新 赚 避 的 并 成 ,关公 使 " 尖 面 强力 > 的 总 下 里 增 入 ， 
因此 , 这 一 因素 使 磁 踊 数目 减少 , 也 即 是 使 磁 圈 的 厚 庭 增加 。 

设 物 体内 有 磁 暑 , 则 在 读物 体外 表面 附近 所 产生 的 多 余 能 量 ， 
有 着 相反 的 作用 。 在 物体 内 , 磁场 亚 =0, 由 于 矢量 M 在 易 磁 化 方 
向 , 因而 各 向 异性 能 也 等 于 雳 。 但 在 表面 附近 , 则 情况 不 相同 。 

在 各 向 蜡 性 能 内 的 系数 8 为 很 大 的 极限 情况 下 ， 层 应 蔷 伸 展 
到 物体 表面 , 而 M 的 方向 保持 不 变 ( 图 21, a, 为 明确 起 见 , 图 中 假 

定 物体 表面 与 易 磁化 方向 垂直 )。 但 这 时 在 表面 附近 产生 磁场 , 这 
种 磁场 透 太 周 半空 间 和 透 大 物体 内 部 的 距离 为 层 的 厚度 4 的 数 
量 级 。 





在 8 秆 很 小 的 相反 情况 下 ， 更 为 有 利 的 磁化 强度 的 分 布 是 M 
与 易 磁 化 方向 发 生 候 宛 而 不 产生 磁场 的 分 布 。 当 开 =0 时 , 必须 处 
处 divB=4rdivM=0， 而 在 全 部 的 磁 哮 壁 上 和 物体 的 自由 面 上 ， 
MM 必须 为 连续 的 。 这 一 点 可 由 形成 三 角形 截面 的 “ 崩 合 磁 暑 ”来 
We de 


@@ 层 状 约 磁 暑 结构 用 来 是 最 普 瑶 的。 
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域 的 总 体积 以 及 其 中 的 各 向 异性 能 , 都 与 层 的 厚度 a 成 正比 。 
由 此 可 见 , 在 任何 情况 下 , 磁 暑 仲 展 到 物体 表面 时 总 引起 多 余 
的 能 量 一 一 磁 暑 厚度 越 大 ， 这 多 余 的 能 量 也 越 大 。 因 此 这 种 效应 
会 使 磁 时 的 厚度 减 小 。 | 
形成 的 磁 睹 的 厚度 ， 取 决 于 这 两 种 相反 趋势 的 平衡 作用 。 例 
如 ,我 们 假定 磁 麻 (在 薄板 内 ) 的 形状 为 厚度 不 变 的 平行 平面 层 。 磁 


里 的 数目 与 二 成 正比 , 而 在 磁 嗜 问 分 界面 上 的 考 面 张力 能 量 , 与 总 


面积 成 正比 ， 即 一 二, 其 中 工 是 物体 在 磁 暑 方向 的 长 度 ( 即 板 的 厚 


度 )。 磁 栈 伸 展 到 板 表面 的 “ 觅 出 能 ”与 & 成 正比 。 这 两 种 能 之 和 
作为 & 的 画 数 ， 在 & 取 与 V 工 成 正比 的 某 一 值 时 为 极 小 值 。 
由 此 可 见 ， 磁 旷 厚 度 随 物体 线 度 的 增加 而 增加 。 但 是 表示 这 


种 增加 的 定量 定律 a 一 态 , 由 于 假定 了 磁 暑 厚度 不 变 , 显然 并 不 是 
对 任何 的 二 值 都 正确 .问题 在 于 , 当 磁 哮 伸 展 到 物体 表面 时 , 它 的 厚 
度 不 可 能 超过 某 一 极限 值 ce， 这 a4 值 依赖 于 铁 磁体 本 身 的 性 质 ， 
但 和 整个 物体 的 形状 和 大 小 无 关 。ux 的 数值 决定 于 当 a 增加 时 在 
深度 为 ~a 的 物体 表面 附近 , 磁 磋 的 “分 裂 " 成 为 热力 学 上 有 利 , 因 
为 一 磁 喀 的 “ 膀 出 能 ” 随 a? 而 增加 , 而 磁 时 分 裂 时 所 产生 的 多 余 表 
面 张力 能 则 随 4 而 增加 , 因而 这 种 时 刻 必 然 会 到 来 。 

于 是 我 们 得 到 灶 芥 , 随 着 物体 厂 度 以 及 磁 暑 厚度 的 增加 , 当 破 
哇 伸 展 到 物体 玫 耐 时, 蕉 嘱 应 发 生 向 前 发 展 的 “分 支 ”《R. 栗 弗 席 
慈 ，1948)。 但 我 们 在 这 里 不 准备 详细 研究 存在 的 各 种 可 能 性 ， 因 
为 到 目前 为 止 ,还 有 许多 情况 舍 未 明了 人 。 


@ 和 参天 0C.B.BoacoacKH 员 和 有 内.C.JHIYp 的 “PeppomwargerH3M”( 铁 磁性 》 茵 了 详 
七 术 出 版 社 (1948)。K. Kittel: Review of Modern Physies, 21 541, (1949)。 
E. M. nbuau, RIT®, 15, 97(1945)。 
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随 着 物体 杰 度 的 减 小 ， 任 何 磁 时 的 形成 最 后 都 变 成 热力 学 上 
不 利 的 , 于 是 相当 细小 的 铁 磁体 粒子 代表 均匀 磁化 的 “ 单 暑 ”" 竺 构 。 
将 均匀 磁化 的 粒子 的 磁 能 与 由 于 粒子 体积 内 磁化 分 布 的 极 不 均匀 
性 所 形成 的 “不 均匀 性 能 ”加 以 比较 ， 就 可 以 得 到 对 它们 的 大 小 工 
的 币 据 。 第 一 种 能 量 的 数量 级 为 Ms， 而 第 二 种 能 量 的 数量 级 为 


~22 开 。 因 此 ,“ 单 本" 的 条 件 为 ， 





Lao. (39. 7) 
在 公式 


[s+ -sw lr 


内 , 今 久 =0[ 与 (381. 7) 式 比较 ], 并 用 (36. 1) 式 和 各 向 异性 能 Uswnw 
之 和 来 代替 主 : 
2 2 2 S|Har (39. 8) 


(我 们 路 去 了 不 重要 的 常数 匈 ,), 我 们 就 得 到 没有 外 加 磁场 时 的 均 
匀 磁 化 粒子 的 热力 学 势 。 由 于 M 与 十 的 关系 为 硬性 的 ， 第 二 项 为 
M 分 量 的 二 次 式 : 


ee Saw MiMi (39. 9) 


“ 式 中 对 称 张 量 aiw 只 与 粒子 的 形状 有 关 。 例 如 , 当 粒 子 为 央 球 形状 
时 ,了 H 在 整个 本 球体 积 内 为 定 值 , 而 与 M 的 关系 ( 当 多 -0 时) 为 
五 ;十 9ij6(B5 Hy)== Hs- dn My 
[与 (8. 10) 式 比较 ]。 因 此 ,在 这 种 情况 下 ,aiw 可 用 退 磁 系数 张 量 
的 分 量 来 表示 为 
| Op 一 人 Ti- | 
在 外 磁场 多 内 , 粒子 的 磁化 方向 由 多 为 极 小 值 的 条 件 得 出 , 这 
时 在 久 内 还 必须 增添 一 项 -FSM。 对 于 立方 晶体 ， 可 以 简单 地 
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号 为 





一 一 -一 一 一 一 一 


B=V ue FSM， : (89. 10) 


其 中 沟 有 考虑 各 向 虹 性 能 。. 在 单 辑 ( 积 双 轴 ) 铁 磁体 内 ， 各 向 异性 
能 的 数量 级 和 其 余 各 项 相同 。 把 它 写 为 (37. 1) 的 形式 后 , 我 们 有 


P= (ant Bp) MM, 一 了 gML (39. 11) 


这 样 提出 的 问题 在 数学 上 与 .8$ 37 内 所 讨 葵 的 局 部 磁化 M 使 
赖 了 于 局 部 磁场 HH 的 问题 相同 , 所 不 同 的 只 是 用 多 代替 了 于 用 aip 
或 uie 十 Bi 代 罗 了 Bip 面 已 。 


例 题 


1. 坛 求 立方 晶体 内 磁 畴 璧 上 的 "表面 张力 柔 数 ” 假 役 辟 与 平面 (100) (yz 
平面) 组成 的 夹 角 为 x, 而 磁 栈 沿 易 磁 化 辅 方向 [001](z 刺 ) 磁 化 。 
级 .除了 蜗 辐 wy, z 外 ,我 们 再 引进 坐标 又 2 gs5 并 且 z 辆 和 轴 
重合 ,yz' 平面 与 yz 平面 组 成 的 夹 角 为 Y。 由 于 必须 避 范 引起 强 磁场 的 出 现 
(如 单 二 晶体 的 情况 一 样 ) 因而 必须 使 矢量 而 保持 在 yzr 平面 的 过 渡 层 内 。 
z'y 平面 四 存在 的 磁 各 同 异 性 ， 使 M -与 sl! 平面 略为 分 开 。 但 是 由 于 立方 
鼎 体 内 磁 各 向 异姓 能 很 小 , 因而 分 量 Me 为 一 小 量 , 在 相当 的 精确 庆 内 , 可 以 
忽 路 不 计 。 于 是 | 
Mi'=0, My'=Msing, M2 =Mceos0 

(9 是 M 与 轴 间 的 夹 角 ), 或 者 在 zy,z 坐标 乘 内 ， 

M,= Msing sinx, My=M sing eosx, M» = Mocosg, 

我 们 求 得 过 渡 晨 内 的 不 均匀 性 能 和 各 向 异性 :能 之 和 为 . 


十 oo 


2 
| {学 ( 钨 ) + EM sin?22 cos?0 + 去 sin40 sin22x ) fa (1) 
风 


利用 -与 (39. 4) 和 相同 的 边民 条件, 求 这 积分 的 极 小 值 , 我 们 得 到 
sm te -Ke 


把 上 式 稍 代 和 天 (1) 内, 进行 积分 后 , 我 们 求 得 所 求 的 卖 面 张力 为 
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三: 29x 2 
3 1 sin’2x _A hg 3 
ax V 36| 十 a re a (3) 


。 (3) 式 当 x 角 取 任何 值 时 都 适用 。 但 是 拱 写 过 渡 层 结构 的 方程 2)， 在 
xs0 或 工时 不 能 应 用 。 在 这 种 情况 下 , 只 有 革 虚 到 过 滤 层 内 的 磁 致 伯 短 , 才 
能 求 得 过 沪 层 的 有 限 宽度 。 
3. 设 与 铁 页 体 考 面 垂 直 的 平行 乍 面 磁 栈 伸 虑 到 铁 磁 体 表面 而 不 改变 其 
磁化 方向 (图 21, a), 试 求 铁 磁 体 表面 附近 的 磁场 能 。 
”” 解 . 求 这 种 表面 附近 的 磁场 问题 ,等 效 于 静电 学 中 求 面 电 蓓 窜 文 为。 一 
= 士 M 并 交替 带 正 电 和 负电 的 条 带 所 组 成 的 平面 产生 的 电场 辣 题 。 
假 胶 物体 的 表面 与 千古 4=0 相合 , 并 先 择 z 轴 方向 与 磁 啼 下 而 各 直 。 于 
ll et te 2a(a 为 磁 呈 厚 度 ) 的 半期 丽 数 ,而 在 一 个 周 基 
等 于 
co 二 一 MM， 革 一 a 二 xXx 二 0, 
o 一 十 2， 若 0 二 zx 二 a. 
把 它 展开 为 傅立叶 航 数 : 


oo 


, . (2 1 4M 
so) = Donsin Cam 十 Lin2 cn = Fy: 





n=0 


场 势 满 足 拉 莹 拉 斯 方程 : 


于 是 求 得 声势 为 航 数 形式 : 


p(x, g) 一 So, sin 22+ 3)" eTFT(2n+l) mz/a 
nn 二 0 
指数 内 的 “ 干 ” 另 分别 相 当 于 半空 开 :二 0 和 5 的。 系数 pb 由 边界 条 件 决 





99 99 
DZ 本 本 92| 2z-=- 


_ 2a 
二 


因此 , 所 求 的 场 能 是 对 “带电 才 面 "的 积分 却 | gdaj/。 把 能 量化 制 单位 面 


二 和 ra, 
0 


由 此 得 





§ 40. 及 铁 砍 体 的 居 里 点 a09 


; 和 


积 2R 们 有 
由 oo om 
1 1 _TS _ 8aWM? 1 
2 2 QZ 一 站 2 cnb, 2 3 十 15 


式 中 的 总 和 等 于 1. 052, 于 是 得 到 0:852Maz2a. 


§ 40。 反 铁 磁体 的 居 里 点 


和 在 铁 磁 体 中 一 样 , 物体 从 反 铁 磁 状 态 转 变 为 顺 磁 状态 , 通常 
是 通过 第 二 种 相 变 。 因 为 反 铁 磁 状 态 和 顺 磁 状态 都 不 存在 自发 磁 
化 , 因此 , 通过 反 铁 磁 的 居 里 点 时 , 物质 的 宏观 磁性 质 的 改变 只 是 
改变 其 磁化 率 。 按 照 第 二 种 相 变 的 普 到 性 质 ， 张 量 win 的 分 量 在 
相 变 点 处 是 连续 的 , 而 它们 对 温度 的 一 次 导数 则 发 生 突变 。 

对 反 铁 磁 转 变 进行 定量 研究 ， 必 须 利 用 第 二 种 相 变 的 普 副 理 

葵 。 在 相 变 点 附近 , 展开 热力 学 势 的 参量 , 为 元 晶 胞 各 精 点 处 的 平 
均 磁 甜 mi, ma… 的 某 种 (取决 于 晶体 点 阵 的 具体 磁 对 称 性 ) 线性 
租 合 、 当 趋 近 相 变 点 时 ， 和 通常 一 样 ， 这 些 参量 与 VB 一 人 成 比例 
.而 趋 近 于 才 。 
反 铁 磁体 的 热力 学 势 ,可 以 包含 来 源 不 同 的 项 , 饶 包 含 磁 矩 的 
”交换 相互 作用 的 项 ， 也 包括 磁 算 的 “相对 芥 ” 相 互 作用 的 项 (参照 
§ 36 的 起 始 )。 前 者 所 包含 的 磁 矩 m1, ma… 的 组 合式 ， 只 依 顿 于 
它们 的 相对 取 高 ， 而 与 它们 对 晶体 点 障 的 总 取向 无 关 。 但 后 者 则 
依赖 于 晶体 的 磁 矩 方向 , 也 即 是 引起 晶体 的 磁 各 向 异性 。 

和 在 铁 磁 体 中 一 样 ， 强 交换 作用 是 建立 反 铁 磁体 内 磁 矩 有 序 
排列 的 基本 因素 。 但 相对 花 的 相互 作用 ，. 则 使 反 铁 磁体 的 磁性 质 
变 成 各 向 异性 的 。 

有 一 些 磁 对 称 类 型 容许 铁 磁性 的 存在 ， 但 其 中 的 交换 相互 作 
用 本 身 , 并 不 会 单独 引起 反 铁 磁性 。 在 这 些 情况 下 , 自发 磁化 只 是 
虫 于 相对 蓄 全 相互 作用 的 精 果 ， 因 而 是 很 小 的 。 这 种 物体 是 反 铁 磁 
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一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -~ 一 


体 , 但 其 中 琶 扎 的 排列 与 纯粹 的 反 铁 磁体 有 所 差别 ; 以 到 在 一 定 广 
向上， 磁 第 不 完全 互相 抵 销 ( 瑟 . 孔 . 迪 亚 洛 希 斯 基 , 1957)@。“ 铁 磁 
磁 矩 ”与 铁 磁 体 在 郑 铁 磁 有 序 化 时 所 取 的 数值 之 比 , 和 相对 论 能 量 
密度 与 交换 能 密度 之 比 (一 10-* 一 10-5) 为 同一 数量 级 。 

在 相当 强 的 磁场 内 ， 晶 体 的 反 铁 磁 精 构 在 热力 学 上 是 不 稳定 
的 ， 只 有 全 部 磁 矩 的 取向 与 磁场 方向 平行 时 ， 在 能 量 上 才 变 成 有 
利 。 这 种 取向 的 变化 通常 与 晶体 点 阵 磁 精 构 内 晶 胞 的 改变 ( 减 小 ) 
有 关 , 而 且 和 对 称 性 质 的 任何 改变 一 样 , 这 种 变化 也 只 能 发 生 在 一 “ 
定 的 相 变 点 处 。 这 在 大 多 数 情况 下 是 第 二 种 相 变 点 。 破 坏 反 铁 磁 
性 的 “ 蜂 界 场 ” 及 ns 为 温度 的 画 数 , 当 包 一 四 时 变 为 零 ， 其 中 加 是 
没有 外 场 时 的 相 变 点 。 由 此 可 昂 , 在 7, 瑟 图 上 , 反 铁 磁 相 存在 的 
区域 被 一 曲线 所 包围 。 


9 参 嫩 .EB. 及 9r0omancrnn, ROT®, 32, 1517. 1957. 


第 六 章 ” 超 导电 性 


$ 41. ,超导体 的 磁性 质 


许多 金属 在 温度 接近 怒 对 和 零度 时 转变 为 一 种 特殊 状态 ， 这 种 
状态 最 明显 的 一 个 特性 (由 卡 末 林 - 奥 涅 斯 在 1911 年 最 先 发 现 ) 是 
所 亚 超 导电 性 ， 即 对 恒定 电流 完全 不 存在 电阻 。 对 超 导 电 性 的 发 
生 , 每 一 种 金属 有 一 定 的 温度 , 称 为 超 导 态 转变 点 。 

但 是 ， 不 存在 电阻 实际 上 大 不 是 超导体 的 主要 性 质 。 转 变 为 
超 导 状 态 所 发 生 的 最 深刻 变化 ， 是 金属 的 磁性 质 。 如 我 们 将 见 到 
的 , 电 性 质 是 这 些 变化 的 必然 结果 。 

”，” 超 导 性 金属 的 磁性 质 可 以 描写 如 下 。 磁 场 永远 不 会 透 大 超 导 
体内 部 。 国 汐 覆 现 十 光 光 必 同 的 于 的 加 相册 度 为 如 家 应 光度 
因而 可 以 换 一 种 襄 法 , 在 超导体 内 ， 

B=0 - (41. 1) 
(B. 迈 斯 厄 , P. 奥 克 塞 菲 耳 特 ，1933 年 )。 这 性 质 的 存在 与 实际 上 - 
在 何 种 条 件 下 转变 为 超 导 状 态 无 关 。 例 如 ， 如 果 人 金属 在 磁场 内 冷 
却 , 则 在 转变 点 处 , 磁力 缕 将 从 物体 上 “被 逐 出 去 ?。 

但 是 应 该 着 重 指出 ，B= 0 并 不 是 属于 超导体 很 薄 的 表面 层 。、 
实 歼 指出 , 磁场 能 够 过 人 超导体 的 一 定 深度 , 这 深度 比 原子 的 间距 
- 大 得 多 (通常 为 10-5 厘米 的 数量 般 )， 并 且 和 人 金属 的 种 类 及 温度 
有 关 。 由 于 这 一 原因 ， 在 厚度 或 缕 度 和 延 入 深度 同 数量 航 的 金属 
薄膜 或 胶 态 粒子 内 , 等 式 也 = 0 一 般 地 不 成 立 。 

下 面 我 们 只 研究 相当 大 的 重 超导体 ， 工 且 完 全 略 去 磁场 泛 丰 


202 第 六 章 _ 超 导电 性 
薄 玫 面 层 的 事实 呈 。 

我 们 知道 , 在 任何 两 种 媒质 的 分 界面 上 ， 磁 夏 应 强度 的 法 向 分 
量 必须 是 连续 的 (这 条 件 是 方程 divB=0 总 是 正确 的 必然 千 果 )。 
因为 在 超导体 内 ,B= 二 0， 因 此 在 超导体 表面 , 外 磁场 的 法 向 分 量 也 
等 于 需 , 也 即 是 超导体 外 的 磁场 处 处 与 超导体 表面 相 切 ; 磁力 线 黎 
过 超导体 。 

考虑 到 这 种 情况 后 ， 很 容易 求 出 磁场 内 的 超导体 所 受 的 力 。 

和 8$5 内 对 电场 内 的 普通 导体 所 进行 的 类 似 ， 我 们 求 得 这 力 为 
cio2kb( 属 于 单位 面积 )， 其 中 


out (FH 人 — A- ) 


是 其 空 内 磁场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 。 因为 在 现在 的 情况 下 ， nEI。 一 
一 0CH。 是 是 物体 表面 外 的 磁场) 于 是 我 们 得 到 


2 
Fxn= < 志和， (41. 2) 


即 作 用 在 物体 表面 的 力 是 压缩 力 ， 共 数 值 等 于 场 能 密度 。 
根据 方程 (27. 4) 


47 -— 





于 是 从 方程 了 = 0 得 出 ， 超 导体 内 的 平均 电流 密谋 也 处 处 等 于 堆 。 
” 换 句 话说 , 在 超导体 内 , 不 可 能 有 任何 宏观 的 体 电流 。 在 此 应 着 重 
指出 的 是 , 在 超导体 内 , 要 和 在 普通 导体 中 一 样 ， 从 pv 内 分 出 传 
导电 流 是 没有 意义 的 。 由 于 这 一 原因 ， 在 我 们 的 再 办 内 引信 磁 化 


中 在 这 里 我 们 不 时 洽 夏 声 近 人 超 导 休 内 的 “ 返 大 深度” 的 理 栓 , 因为 它 不 具有 了 唯 . 
象 的 特征 。 

应 葡 营 重 指出 , 在 我 们 的 对 险 中 ， 我 们 所 指 的 都 是 “ 粮 "超导体 一 “ 金 羽 元 索 和 具 
有 确定 化 学 钥 分 的 化 合 物 。 在 超 导 合金 内 , 迈 斯 厄 效 应 的 表现 不 完全 ， 因 为 到 和 人 深度 
有 重大 增加 。 在 这 里 我 们 也 不 去 研究 这 些 问 题 。， 
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强度 M 以 及 矢量 H, 也 是 没有 物理 意义 的 。 : 

起 此 可 见 ， 超 导体 内 流 过 的 任何 电流 都 是 面 电流 。 面 电流 密 
度 g， 按 照 (27. 14) 式 ， 由 超导体 边界 上 感应 强 诬 的 切 向 分 量 的 突 
变 值得 出 。 因 为 在 超导体 内 , B=0, 而 在 超导体 外 ,B 与 H 相等 
因而 ， i | 


g—-[nH.]. 41.4 


面 电流 本 身 的 存在 ， 并 不 只 是 超导体 的 特征 。 在 任何 通常 的 
磁化 物体 内 , 也 存在 这 种 电流 , 它们 的 密度 为 


ES 一 [nm H.—B]. 
因为 在 正常 导体 雪 面 ( 非 超导体 ), 估量 = 交 的 切 向 分 量 是 加 入 
的 ,因此 得 到 [nH。] 一 去 [nB], 于 是 g 的 表达 式 可 以 写成 


gnBlT et 
7 





(41. 5) 


但 是 ; 研究 物体 横 截 面 上 流 过 的 总 电流 时 ; 超导体 和 普通 导体 
就 显现 出 原则 性 的 差别 。 在 非 超 导体 内 ， 表 面 电 流 总 是 互相 抵 销 
”的 , 因而 不 存在 任何 总 电流 ; 这 可 由 条 件 (41. 5 看 出 ， 它 把 电流 密 
度 g 与 导体 内 的 磁感应 强度 联系 起 来 ， 并 通过 磁感应 强 讼 把 表面 
各 点 处 的 电流 g 联系 起 来 。 但 是 , 在 超导体 内 , 条 件 (41. 5) 失 去 意 
义 。 实 际 上 ， 磁 导 率 为 上 的 普通 导体 转变 为 超导体 ， 在 形式 上 表 
明 必 须 同 时 合 B 一 0 和 一 0。 但 是 这 时 (41. 5) 式 的 右 侧 变 成 不 确 
定 的 , 因而 实质 上 大 不 存在 任何 限制 电流 的 可 能 数值 的 条 件 。 
.这样 一 来 ， 我 们 得 到 一 个 重要 的 车 果 : 流 过 超导体 表面 的 电 
流 , 可 以 使 超导体 内 有 不 为 雳 的 总 电流 流 过 。 当 然 , 只 有 在 多 联 物 
体 ( 例 如 环 ) 或 构成 闭合 电路 一 部 分 的 单 联 超 导体 内 ， 才 会 有 这 种 
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情况 ， 而 在 这 种 并 合 电 路 内 接 有 电动 势 源 来 维持 电路 丙 非 超导体 
部 分 的 电流 。 

”重要 的 是 , 即使 没有 外 加 电场 , 在 超导体 内 也 可 能 有 稳定 的 总 
电流 流 过 。 这 表明 , 电流 流 过 时 不 发 生 能 量 耗 散 , 因为 要 补充 这 种 . 
能 量 耗 散 , 必须 有 外 场 作 功 。 超 导体 的 这 种 性 质 , 也 可 以 描写 为 超 
导体 内 不 存在 电阻 , 由 此 可 见 , 这 是 超导体 厂 性 质 的 必然 精 果 。 
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我 们 更 深入 地 来 研究 一 下 与 形状 有 关 的 超导体 的 某 些 性 质 。 
如 果 超 导体 是 单 联 物 体 , 则 没有 外 磁场 时 , 在 超导体 内 一 般 不 
可 能 有 任何 稳定 的 面 电 流 流 过 。 / 
这 由 下 面 的 计 葵 可 以 证 明 这 一 点 。 表 面 电流 在 超导体 周 图 空 
问 内 产生 恒定 的 磁场 ， 这 磁场 在 无 劣 远 处 变 为 矫 。 和 美空 内 的 恒 
定 磁场 一 样 ， 它 是 一 种 势 场 ， 轩 于 超导体 上 的 边界 条 件 , 在 超导体 


表面 ， 场 势 的 法 向 导数 也 必须 为 震 。 但 是 , 由 势 论 可 知 , 如 果 在 单 


联 物 体 表面 和 无 穷 远 处 ， =0, 则 在 物体 外 的 整个 空间 内 , 9 二 0。 


由 此 可 见 , 不 可 能 存在 恒定 磁场 以 及 表面 电流 。 

外 磁场 在 单 联 超导体 表面 威 生出 电流 ， 这 电流 可 从 整个 超 导 
体 产生 一 定 的 磁 瑟 观察 出 来 。 对 柚 球 状 的 超导体 ， 我 们 很 容易 算 
出 这 种 “磁化 "20。 

沿 久 为 与 椭 球 一 个 主轴 下 行 的 外 磁场 。 对 于 非 超 导 情 球 内 
的 磁场 , 存在 下 列 关系 式 : 

(1—n)H+nB=®, 6 

式 中 交 是 蔷 主 轴 上 的 退 磁 系数 [参阅 (8. 7) 式 ]。 在 超导体 内 , 如 上 


@ 在 这 一 背 内 假定 磁场 的 数值 不 超过 使 超 导 电 状态 破坏 的 数值 ( 参 并 8 43)。 
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面 所 指 世 的 ,“ 场 强 ”H 没有 物理 意义 , 因此 磁化 强度 ， 


_B-—H 
ee 47 


也 类 去 通常 的 意义 。 尽 管 如 此 , 在 现在 的 情况 下 , 我 们 从 纯粹 形式 
的 观点 引进 吾 和 牙 作为 辅助 量 ， 来 计算 具有 实际 物理 意义 的 总 磁 
第 MH= MV(V 是 椭 球 的 体积 ), 仍 是 很 方便 的 。 对 于 超 导 椭 球 , 全 
五 =0, 我 们 得 到 








人 (42. 1) 
于 是 
i (42. 2) 
特别 是 对 纵向 场 内 的 长 柱 体 而 车 ,m= 0; 因而 互 = 名 和 
了， 
47r 


AN 的 这 些 数值 和 仿佛 超导体 具有 体积 抗 磁化 率 一 二 -时 所 得 到 的 
相同 。 z z z 
糖 球 表面 外 的 磁场 玫 .， 处 处 与 表面 相 切 ， 因 而 它 的 数值 可 站 
接 由 HH 的 切 向 分 量 为 连 炽 的 条 件 得 出 。 在 椭 球 内 ，H 
把 这 一 矢量 投影 到 切线 方向 , 我 们 得 到 加 
H, Ne | (42. 3) 
1—% 
式 中 9 为 外 磁场 的 方向 与 类 球面 给 定点 处 的 法 神 之 加 的 闪 角 。 


在 于 的 省 上 ， ,具有 地 大 全 ,等于 C7 


I 
(1—n) 


四 起 导 柱 体 的 这 些 关系 式 是 吾 为 注入 的 这 一 条 件 的 直接 笑 果 ,办 此 ， 对 于 蕉 列 
为 任何 形状 的 柱 体 ( 不 一 定 是 图 截 区 的 ), 这 些 关系 式 都 正确 。 
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:还 必须 蕴 重 指出 ) 引 起 超导体 “磁化 ”的 电流 和 在 超导体 内 产 
生 总 电流 的 电流 之 间 ， 并 没有 任何 原则 性 的 差别 : 它们 的 物理 性 
质 完全 相同 。 特 别 是 从 这 种 重要 情况 ， 可 以 直接 求 出 任何 超导体 
:的 过 转 磁 系 数 。 实 际 上 ， 产 生 “磁化 ”电流 的 粒子 (电子 ) 的 动量 密 


度 , 与 这 些 电流 密度 的 差别 只 是 多 一 个 因子 包 (e 和 mm 分 别 为 电子 


的 电荷 和 质量 )。 根 据 角 转 磁 系数 的 定义 [参半 (35. 3) 式 ], 由 此 立 
即 得 出 , 在 超导体 内 , 总 是 
Jip = 6ip: 

我 们 来 研究 多 联 超导体 。 它 们 的 性 质 与 单 联 物 体 有 很 重大 的 
差别 一 一 这 首先 是 因为 对 于 多 联 超导体 ， 不 再 适用 外 磁场 不 存在 
时 不 可 能 有 稳定 的 表面 电流 流 过 这 一 推荐 。 其 次 是 表面 电流 不 再 
相互 抵 销 , 因而 即使 没有 外 加 电动 势 , 也 会 引起 超导体 内 有 稳定 的 
总 “ 超 导 ” 电 流 流 过 。 

我 们 米 研究 沪 有 外 加 辜 江 的 下联 超导体 ( 环 )， 帮 生活 明 它 的 
状态 完全 由 其 中 流 过 的 总 电流 J 决定 。 求 这 种 环 所 产生 的 磁场 的 
问题 , 也 可 当 作 势 其 问题 求解 决 ， 只 是 场 势 " 现在 是 多 值 西数 ， 当 


炎 穿 过 环 孔 的 任何 闭合 线 路 一 周 时 ， 这 画 数 改变 42。( 贿 照 $29)。 


为 了 使 间 题 的 提出 在 数学 上 更 为 精确 ， 我 们 必须 沿 跨越 环 孔 的 任 
何 面 作 一 空间 的 “剖面 "。 于 是 周 题 就 变 成 解 拉 普 拉 斯 方程 ， 而 其 


边界 条 件 为 : 在 环 面 上 , 弛 一 0 在 无 穷 远 处 ,9 一 0, 以 及 在 所 选择 的 





市 面 上 , 9 一 9 一 扣 ， 共 中 9s 和 则 是 这 面 两 侧 的 场 势 值 。 由 芝 

哗 可 知 ， 这 问题 具有 单 值 的 解 (与 所 选择 的 荐 面 形状 无 关 )。 根 据 

环 表面 附近 的 场 分 布 , 也 可 以 单 值 地 求 出 环 内 面 电流 的 分 布 。 
除了 电流 的 分 布 外 ， 超 导 环 的 自 感 系 数 也 是 一 个 完全 确定 的 
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量 。 在 这 方面 , 与 普通 导体 有 重大 的 差别 , 在 普通 导 笨 到 ， 电流 分 
布 以 及 自 万 的 精确 数值 , 与 电流 的 激发 方式 有 关 (S§ 33)®, 

在 §32 内 ,我们 人 欠 引 进 了 通过 厂 导 体 角 路 内 的 磁 遂 和 量 于 的 


概念 ,并 且 证 明了 惠 = 7， 基 中 厂 为 导体 的 自 艳 。 对 于 超 导 环 ， 


磁 通 量 的 概念 , 当 环 为 任何 厚度 时 (并 不 一 定 限于 很 小 ), 都 不 失去 
意义 。 实 际 上 , 贝 于 磁场 指向 切 辜 方 向 , 因而 通过 环 表 面 任何 部 分 
的 磁 通 量 等 于 老 。 因 此 , 通过 跨越 超导体 环 孔 的 表面 的 磁 通 量 , 与 
这 面 的 选择 无 关 。 
而 且 公 式 
,而 二 工 zy7 (42. 4) 


也 仍然 有 效 , 自 威志 和 前 面 一 样 , 可 由 电流 磁场 的 总 能 量 得 出 。 超 
导体 磁场 的 总 能 量 , 由 对 超导体 外 的 整个 空间 进行 的 积分 | 全 
答 出 。 如 上 面 已 指出 的 , 沿革 一 表面 C 作 一 空间 的 “剖面 "后 , 我 们 
可 以 引进 场 势 ,并 写 为 
_ (Hvpay (gdivHyy_ (Hagaf. 
ES 人 | 8 (Br. 
第 一 个 积分 等 于 需 , 因为 divH 一 0。 第 二 积分 对 无 穷 远 表面 . 环 面 
以 及 表面 C 的 两 便 进行 。 在 头 两 个 积分 内 , 被 积 式 变 为 雳 , 因而 利 
下 积分 : 
再 ”， J _J® 
| 吉 7= a 4(P2— ?af dc) Redf ~ 0 
@ ”由 阐 稚 面 导 粮 (全 径 为 c) 作 成 的 亲 超 导体 环 (全 径 为 b 的 自 启 和 非 超导体 于 


自 感 的 外 部 分 相同 , 霸 由 下 式 得 出 : 
工 = 4r6(ln2p 一 2) 


( 参 辐 $$ 33. 例题 2)。 关 于 超 导 盯 电流 半 题 的 精确 解 , 已 由 B. A. 往 邦 (更 ok ) 得 出 (上 hys 
Zs.d.Sowietunion 1,215,1932)., 
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式 中 唱 是 通过 表面 0 的 磁 通 量 。 把 这 个 式 子 与 5 比较 《按照 自 
万 定义 ), 我 们 就 得 到 所 求 的 (42. 4) 式 。 

如 果 环 在 外 磁场 内 ， 则 总 磁 通 量 惠 包括 本 身 的 磁 王 逢 量 世 


和 人 外场 的 磁 通 量 再 .。 超 导体 环 最 重要 的 一 个 性 质 是 ， 当 外 场 和 电 
流 发 生 任何 变化 时 , 通过 环 的 总 磁 通 量 仍然 不 变 : 
二 [J 十 硬 . 一 常数 三 四 6. (42. 5) 
这 可 从 导体 外 空间 内 的 麦克 斯 书 方程 的 积分 形式 直接 得 出 : 


19 
主唱 | 中 Edl 


a 
面 上 的 直线 。 但 是 在 超导体 面 上 , 正 的 切 向 分 量 等 于 喜 ( 因 为 在 超 
导体 内 , E 一 0， 而 Et 在 表面 上 是 严重 的 )。 因 此 ， 等 式 右 个 变 为 


等， 于 是 我 们 求 得 4 一 0。 


由 关系 式 (42. 5)， 可 以 求 出 外 磁场 改变 时 环 内 电流 的 变化 。 
例如 , 如 果 环 在 通 量 为 Bo 的 外 磁场 内 转变 为 超 导 状 态 ， 然 后 除去 
这 磁场 , 则 在 环 内 将 威 生 出 稳定 的 电流 , 等 于 J= c 理 o/ 工 。 

通过 超 导 环 的 磁 通 量 不 变 , 不 但 外 磁场 改变 时 如 此 , 就 是 环 的 
形状 改变 或 环 在 空间 内 移动 时 ， 也 是 如 此 @。 可 以 形象 地 说 , 磁力 
线 永 远 不 会 与 超导体 表面 相交 ， 因 而 也 不 可 能 从 超 导 环 孔 内 “ 伸 
出 ” 

上 面 的 业 果 可 以 直接 推广 到 任何 次 联 的 超导体 情况 ， 其 中 包 
括 任 何 数 目的 环 。 没 有 外 加 磁场 时 的 % 联系 统 的 状态 ， 由 总 电流 


四 《从 感应 电动 势 与 导体 移动 时 所 引起 的 通路 内 磁 通 量变 化 的 关系 式 , 可 以 直接 
证 明 这 一 论断 (8$ 49)。 
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Ja 的 二 个 值 决定 。 于 是 (42. 5) 式 可 以 推广 为 方 程 粗 ::，” ,| 


SiLoass + B= Poo. (42.6) 
o 


这 些 方程 不 但 当 外 加 磁场 改变 时 正确 ， 而 且 当 物体 的 形状 或 相互 
位 置 履 变 时 也 是 正确 的 。 


例 是 


斌 求 与 外 磁 霹 垂直 的 超 导 盘 的 磁 答 四。 

解 。 恒 定 磁场 内 的 超导体 问题 ， 在 形式 上 总 介 电 常数 为 E=0 的 电介质 
的 静电 学 问题 相同 。 我 们 把 图 盘 看 作 一 0 时 的 遂 转 构 球 汐 极 限 悄 况 ( 参 胎 
$4 例题 4), 利用 (8. 9) 式 ， 并 对 符号 作 相应 的 改变 ( 场 名 指向 * 陆 ), 于 是 得 
到 


2a3 
NH= 一 3 9 


§ 43。 临界 场 


维 铅 磁场 内 的 柱 形 超导体 , 具有 附加 的 磁 能 , 并 等 于 . 
SF 
Srr 
在 正常 状态 下 ( 非 超 导 态 );， 加 上 和 外 磁场 时 柱 体 的 总 能 量 实际 
不 变 ( 这 里 和 下 面 ， 我 们 略 去 非 超 导 金 属 的 弱 抗 磁性 和 顺 磁性 , 也 . 
即 是 假定 =1)。 由 此 看 出 , 在 相当 强 的 磁场 内 , 金属 的 超 导 态 堵 
起 正常 态 在 热力 学 上 更 为 不 利 , 因此 , 超 导 性 必然 遭 到 破坏 。 
”在 柱 形 超导体 内 , 使 超 导 性 遭 到 破坏 的 纵向 磁场 强度 的 数值， 
决定 于 金属 的 种 类 及 其 温度 (以 及 压强 )。 这 种 磁场 值 称 为 临界 声 





@ 在 这 里 研究 这 一 问题 ， 主 要 是 为 了 在 后 面 应 用 ( $ 15， 例题 2)。 对 于 超 导 轩 
盘 , 实际 上 所 指 的 是 相当 微弱 的 磁场， 办 为 在 这 样 的 条 件 下 ， 超 导 性 很 容易 受到 玻 图 
( 参 虹 $49)。 : 


240 第 六 章 ” 超 导电 性 
(Bwn); 它 是 超导体 的 重要 特性 之 一 9。 

当 磁 场 达 到 临界 值 后 ， 整个 柱 体 内 的 超 导 性 造 到 破坏 , 这 是 因 
为 在 这 种 柱 体 的 全 部 表面 上 , 磁场 是 均匀 的 。 但 是 , 在 其 他 形状 的 
超导体 内 , 超 导 性 遭 到 破坏 是 一 个 更 为 复杂 的 过 程 , 其 中 物质 在 正 
常态 下 所 占 的 体积 , 在 名 值 的 整个 范围 内 逐渐 增加 (关于 这 一 点 将 
在 下 一 节 内 更 详细 地 讨论 )。 

由 此 可 知 , 在 低 干 转变 点 的 任何 温度 下 , 金属 可 为 超 导 态 (s)， 
也 可 为 正常 态 (mw)。 我 们 用 实 solV, 人 也) 和 灾 n《V, 了) 分 别 表示 没有 
外 加 磁场 时 超导体 和 正常 物体 的 总 自由 能 。 这 些 表 征 物 质 特 性 
的 量 , 当然 只 和 物体 的 体积 有 关 , 而 与 导体 的 形状 无 关 。 在 nn 态 内 
的 自由 能 , 在 加 上 外 磁场 后 一 般 不 改变 (因此 我 们 在 的 下 角 标 
上 不 添上 0)。 但 在 s 态 内 ,磁场 使 自由 能 发 生 重大 的 改变 。 当 了 
与 7 为 给 定时 , 在 纵向 外 磁场 名 内 , 柱 形 超导体 的 自由 能 为 


名 
FHV, T) + oT. . (43. 1) 
TT ; 
由 此 可 以 求 得 其 余 的 热力 学 量 。 将 (43. 1) 式 对 体积 求 微分 ， 
求 得 超导体 上 所 受到 的 压强 为 
p= po(V, 7T) -各 ， (43. 2) 


式 中 polV, T) 为 没有 外 加 磁场 时 的 压强 (保持 了 ， 人 TT 不 变 )。 由 等 
式 (48:2) 可 以 求 得 p,V 和 二 之 两 的 关系 式 ， 也 即 是 (48. 2) 式 是 外 
磁场 内 的 超 导 柱 体 的 状态 方程 。 我 们 看 到 ， 有 外 加 磁场 时 的 体积 


F(p;2， 和 没有 外 加 磁场 而 压强 为 p 十 号 -时 的 体积 相同 。 当 然 ， 
这 精 果 和 磁场 内 超导体 表面 所 受到 的 力 (41. 2) 式 是 符合 一 致 的 。 


国 “ 只 在 我 们 所 研究 的 “和 纯 ” 超 导体 内 ， 从 超 导 态 畦 变 为 正常 态 才 是 急剧 的 ( 参 归 
232 页 上 的 底 注 )， 在 合金 内 ,， 超 导 性 受到 破坏 和 磁场 授信 到 合金 内 部 是 逐渐 发 生 的 ， 
我 且 场 的 范 图 较 广 因而 正 交 内 所 指 的 临界 场 , 对 于 这 些 超 导 性 不 存在 。 


. 8 43. 临界 声 241 
” 超 导 柱 体 的 热力 学 势 @ 等 于 

P= FR TPT =F (TV, T) + poV, 

在 这 里 体积 VV 必须 按照 (43. 2) 式 用 p 和 表示。 因此 ， 可 以 把 

9,(p, 了 了) 写成 下 面 的 形式 : 

Pp,(p,T) 一 力 wo(p++ 臣 ， 
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式 中 包 so (2, 全) 是 没有 外 加 磁场 时 的 热力 学 势 。 将 这 等 式 对 饼 和 了 
求 微分 ， 得 到 炳 和 体积 问 的 相似 关系 式 : 


Fp DFPp+E TT), (43 有 





: (43. 3) 





Vs (2， 全 ) 二 Pso(p+ 莫 B87 7) (43. 5) 
7 


现在 可 以 写 出 确定 临界 场 的 条 件 。 当 2; 小 于 妇 ; 时 (保持 p . 
和 也 不 变 )， 柱 体 从 s 态 转变 为 % 态 。 在 转变 点 处 必须 22, 一 2 
即 

Pp+ 二 T)=ap T). (43. 6) 

这 是 精确 的 热力 学 关系 式 @。 在 磁场 内 热力 学 势 的 改变 通常 是 代 

表 对 纪 so(2 2 的 一 个 小 改正 。 于 是 (43. 6) 式 的 右 侧 可 以 展开 为 
级 数 , 展开 式 的 头 几 项 为 

P00, T) + Bap.olp, TT)= Pn (Pp, T), (43. 7) 








式 中 Fuo(p, 们 一 292o422 7， 是 没有 外 加 磁场 时 的 超 导 柱 体 的 体 
积 。 由 此 可 见 , 在 这 种 近似 内 , 可 以 说 , 物质 在 正常 状态 的 热力 学 
@ 这 里 史 的 定义 和 SI 内 相同 ， 


四 ”我们 计算 的 精确 度 比 通常 所 要 求 的 高 ， 为 的 是 抽 为 明显 地 北 现 册 不 同 热力 学 
量 间 的 相互 关系 。 


242 第 大 章 ， 超 导电 性 
势 (属于 单位 体积 ) 比 在 超 导 态 大 分 于。 


我 们 用 Tw 一 Tun(p) 表 示 没 有 外 加 磁场 时 的 转变 温度 。 实 肤 . 
指明 , 在 这 点 上 的 转变 是 第 二 种 相 变 。 因 此 , 特别 是 ， 当 T=Twa 
时 ， 五 sx# (人) 必须 连 种 地 趋 近 于 才 。 从 第 二 种 相 变 的 普 台 理论 可 
知 D?， 在 转变 点 附近 ， 热 力学 势 的 改变 与 温度 差 (全 一 Zn) 的 平方 
成 正比 。 因 而 从 (43. 7) 式 可 以 作出 车 论 ， 在 Tun 附近 ， 临 界 场 按 
下 列 线 性 规律 随 温度 而 变化 : 

瓦 wm 一 常数 - 《Twn 一 全). (43. 8) 

根据 妃 sn 对 也 的 关系 曲线 , 我 们 将 (43. 6) 等 式 两 侧 对 温度 求 
微分 (保持 压强 不 变 )。 这 时 考虑 到 (43. 4) 和 (43. 5) 式 , 我 们 得 到 


2 Be ), (43. 9) 
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式 中 全 部 的 92 922.,7F。 系 对 物体 的 两 种 态 间 的 转变 点 而 区 (也 即 
是 对 磁场 及 = Hun 而 阁 )。 将 上 面 的 等 式 乘 上 也， 我 们 求 得 转变 

: QO=T(Fn— Fs) = 一 sn Se i (48. 10) 
当 在 外 =Twr 的 点 处 发 生 转 变 时 (没有 外 加 磁场 )， 则 @ 与 Hxs 一 
道 变 为 雳 , 这 和 我 们 在 这 里 所 过 到 的 是 第 二 种 相 变 的 事实 相符 合 。 
TT 一 Twn 时 (在 磁场 内 ) 的 转变 ， 引 起 热量 的 吸收 或 放出 , 也 即 是 为 
第 一 种 相 变 。 实 验 指 出 ， 从 Tux 到 0 的 范围 内 ， 妃 un 随 温度 的 降 


, 低 单调 地 增加 。 因 此 ， 导 数 < 虹 各 总 是 负 的 ， 而 且 从 (43.10) 式 看 


出 ,8 二 0, 也 即 是 从 超 导 态 (等 温 地 ) 转 变 为 正常 态 时 吸收 热量 。 
按照 能 斯 腊 定 律 ， 当 T 一 0 时 ， 任 何 物体 的 炳 都 必须 变 为 雳 。 


” g@ ”参天 < 旋 计 物理 学 ”第 三 版 ,8 131, 1951。 
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因此 从 (43. 9) 式 看 出 ， 当 ~0 时 ， 必 须 守 * 一 0， 也 即 是 曲 焰 
此 肛 一 态 wn《T) 与 且 轩 正 奖 。 


我 们 将 (43. 9) 式 内 的 2 一 9 之 差 再 对 温度 求 微分 一 次 , 并 
再 利用 等 式 (43 4) 和 (43. 5)。 这 时 还 考虑 到 








人 Ee 魏 ) 
Ne/ 
娃 果 得 到 
32。_ OFs_ yo ca Pt) 9V,s 9 {HinN\_ 
a7 ~ 37 "DTY 37 BT\ Br 
H 玄 ( 夫 ))- (43. 11) 





”在 等 式 两 侧 乘 上 7， Rn 
不 变 )。 包 含有 物质 热 膨 县 系数 和 压 稿 系数 的 项 , 通常 比 其 余 各 项 
小 得 多 ; 略 去 这 些 项 以 后 , 我 们 得 到 


VT Hn ,PT Hy. 
“47 


直接 把 (43. 7) 的 近似 关系 趟 求 微分 ， 也 可 以 得 到 这 一 公式 。 在 这 
种 近 仅 内 ,7。 和 Ts 的 差别 不 重要 ; 还 可 以 假定 名 和 名 so 相等 。 

当 人 二 Twn 时 ，(43. 132) 式 内 的 第 一 项 变 为 雳 ,于 是 我 们 就 得 
到 下 面 的 公式 , 它 把 第 二 种 相交 时 打发 生 的 的 容 加 下 于 00 让 和 
磁场 ) 和 Hy 的 温度 傅 顿 关系 联系 起 来 : 


VT 9 万 sn 下 
47\ 3a7 


(〔 卢 盖 斯 , 1933 年 )。 由 此 和 看 出 ， 特 别 是 在 这 种 情况 下 ， 
当 温度 降低 时 (也 即 是 当 超 导电 性 被 磁场 破坏 时 )， 差 值 多， 一 
改变 正 负 号 ， 这 是 因为 差 值 4 一 9 在 T=0 或 T=Tws ee 
零 , 因而 在 这 一 范围 内 必须 有 一 极 犬 值 。 

由 相似 方式 ， 可 以 研究 转变 时 由 体积 变化 所 引起 的 效应 。 为 








Gs — C= H [3 (43 12) 


CG En = 《43. 13) 


3244 第 六 章 :起 导电 性 


此 , 栋 据 瓦 sr 对 2 的 关系 曲线 , 将 (43. @) 式 对 压 肯 取 微分 (保持 
度 不 变 ); 于 是 得 出 
=V (p+ Dir) 


或 
了 了 :万 sr oF 
过 
,一 下 ,一 i 3 (43. 14) 


、 由 这 些 式 子 可 以 求 出 转变 时 的 体积 变化 人 。 在 人 =Tws 的 点 处 , 这 
个 差 值 和 炳 的 差 值 一 样 ， 变 为 需 。 于 是 在 全 Tns 的 温度 下 的 转 


变 , 伴随 发 生体 积 的 变化 , 根据 导数 ( 39 二) 的 正 负 号 ， 这 体积 变 
化 可 以 有 两 个 号 。 当 人 一 Tws 时 , 体积 不 发 生变 化 , 但 压 糖 柔 数 有 


突变 , 由 把 (43. 14) 式 微分 , 很 容易 求 出 这 种 突变 值 。 
我 们 注意 到 , 如 果 在 (43. 14) 式 内 代入 下 式 : 


ER 


[由 把 方程 Hun《p, 7) 一 常数 微分 ， 即 可 得 到 它 ]， 
拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 ”: 


中 站 办 


中 的 导数 (好) 输出 温 认 改变 时 合 外 加 位 声 恰 为 临界 所 所 过 





-ny -7 yp (43. 15) 


的 压强 变化 。 
”临界 场 有 Hws 的 物理 意义 ， 要 上 比 用 超 导 杜 体 的 行为 来 定义 它 


0 -不 车 而 噬 ， 应 敲 把 这 差 值 与 扬 从 堆 变 到 及 gn 时 超导体 体积 的 改变 ( 磁 致 伟 
稿 ) 区 别 开 来 后 者 可 由 (48.5) 式 求 得 


0, Velp, T)— Veol y, 7)= Bln 了) 


[sy 
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质 体现 出 来 的 更 为 广泛 。 等 式 五 = 且 sn 是 同一 物体 内 超 导 相 (s) 
和 正常 相 (n) 的 分 界面 上 各 点 所 必须 满足 的 平衡 条件 。 这 可 从 下 
面 的 简单 讨 葵 明显 看 出 。 如 果 柱 体 在 恰好 等 于 Hws 的 纵向 磁场 
内 , 则 磁场 的 边界 条 件 以 及 热力 学 稳定 条 件 , 对 于 物体 的 内 柱 体 部 
分 在 超 导 态 内 而 外 部 分 在 正常 态 的 全 部 状态 都 必须 同样 得 到 满 
- 是。 这 时 在 分 界面 上 ， 妃 =- 妃 sn。 由 此 可 知 ， 豆 一 忆 sw 的 分 界面 
相对 于 它 的 位 置 而 悍 处 于 “中 性 平衡 ” 这 也 就 是 表征 相 平衡 的 特 
性 。 
在 交 变 磁 场 内 ， 超 导 相 和 正常 相 的 分 界面 是 移动 的 。 这 种 移 
动 过 程 的 动力 学 是 相当 复杂 的 , 对 它 进 行 研究 , 需要 同时 解 电动 力 
学 方程 和 导热 方程 ， 并 考虑 到 相 变 时 所 放出 的 热量 。 我 们 在 这 里 
不 作 深 入 的 研究 PD， 只 是 指出 % 相 和 s 相间 的 运动 分 界面 所 应 灌 
足 的 边界 条 件 。 
为 了 导出 这 一 边界 条 件 ， 我 们 来 研究 以 速 底 v( 两 相间 的 分 界 
面 的 移动 速度 ) 运 动 的 坐标 系 K'。 按照 熟知 的 场 变换 公式 ， 在 坐 
标 系 K' 内 的 电场 也 ,可 用 静止 坐标 系 内 的 场 E 和 B 来 表示 , 即 


E'= 一 卫 十 二 [vB] 
a 1) 式 ]。 因 为 在 坐标 系 KK' 内 分 界面 是 静止 的 ， 因此 在 分 
界面 上 , 适用 忆 ' 的 切 向 分 量 为 连续 的 善 通 条 件 , 即 
[nFE’]=[LnE] 一 二 了 
(n 是 表面 法 各 方向 的 单位 矢量 ， 指向 速度 v)。 在 超 导 根 内 ,E=0， 


B=0, 而 在 正常 相 内 (在 边界 上 )，B= Hws。 因 此 我 们 发 现 , 在 运 
动 的 分 界面 上 出 现 切 向 电场 , 它 与 磁场 垂直 , 并 且 等 于 


@ 责 . M. 聚 弗 席 区 对 这 阳 题 进行 了 全 面 的 研究 ( 志 93T 中 )， 20，834, 1950; AAH 
CCCP 90, 363, 1953)。 


EF= Hs (43. 16) 


$ 44。 中 轩 态 

“如 果 任 意 形状 的 超导体 在 场 强 逐 渐 增 加 的 外 磁场 内 ， 那 末 最 
后 在 超导体 表面 的 某 一 点 处 ， 磁 场 值 将 达到 临界 值 Hww, 而 名 本 
” 身 则 仍 小 于 五 sx。 例如 ， 在 椭 球 面 上 (位 于 与 裙 球 一 轴 丕 行 的 磁 
场 $ 内 )， 磁 场 在 赤道 上 具有 最 大 值 [参阅 (42. 3) 式 ); 而 当 岛 = 

二 Han(1l 一 n) 时 它 已 经 迷 到 Hns 值 。  . 
当 包 进一步 增加 ， 物 体 已 不 可 能 全 部 在 超 导 态 内 。 它 也 不 可 
”能 完全 转变 为 正常 态 ， 因 为 这 时 磁场 处 处 等 于 名。 因此 超 导 电 性 

一 部 分 遭 到 破坏 。 

初 看 起 来 ， 似 乎 可 以 这 样 来 设想 这 种 破坏 过 程 。 随 着 $ 的 境 
加 ,在 导体 体积 逐 淅 增加 的 部 分 ， 超 导 性 遭 到 破坏 ,而 在 柱 应 威 小 
”的 部 分 仍然 是 超 导 态 ; 当 $=Hss 时 ， 避 个 物体 都 转变 为 正常 态 。 
但 是 , 容易 看 出 ,物体 的 这 种 状态 在 热力 学 上 是 不 稳定 的 。 为 此 我 
们 记 住 , 在 超 导 相 和 正常 相 的 分 界面 上 , 磁场 与 表面 相 切 ( 共 值 等 
于 Hwn), 换 句 话 襄 ， 磁 力 黎 在 这 表面 内 。 如 果 分 界面 向 正常 相 一 
边 突 凸 ， 则 场 的 等 势 面 垂 直 于 磁力 线 , 将 向 正常 相 区 域内 散 开 (如 
图 22a 内 看 线 所 示 )。 但 是 在 等 势 面 散 开 的 方向 上 ， 磁 场 值 减 小 ， 
-于 是 在 君 线 区 域内 为 ”万 sn 一 万 ， 
这 和 在 这 区 域内 存在 正常 态 的 假 
5 设 矛 后 。 如 果 超 导 相 的 边界 是 四 
向 的 ， 则 这 边界 上 的 磁力 线 过 滤 
到 超 导 区 域 的 自由 面 上 (磁场 与 
Cl/ 它 相 切 ) 有 一 拐点 (图 226 上 的 0 
22 点 )。 但 是 在 力 线 的 拐点 处 , 磁场 
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变 为 无 穷 大 , 这 又 和 超导体 面 上 的 边界 条 件 了 矛盾 。 
上 面 的 对 葵 实 质 上 代表 铁 电 体 和 铁 磁体 内 形成 磁 团 类 构 的 另 
一 方面 。 市 且 根 据 热力 学 的 稳定 条 件 ， 车 在 物体 奏 面 的 某 一 点 处 
磁场 达到 了 临界 值 及 xn， 则 物体 即 分 解 为 许多 平行 而 薄 的 相互 交 
”县 的 正常 层 和 超 导 层 (J. 朗 道 , 1937)。 超 导体 的 这 种 奇异 态 称 为 
中 间 态 。 随 着 名 的 增加 , 正常 层 的 总 体积 也 增 大 , 一 直到 $= Hsn 
时 物体 全 部 转变 为 正常 态 为 止 。 
应 着 重 指出 , 在 物体 为 任意 形状 的 普 逼 情况 下 , 全 部 体积 不 一 
定 都 在 中 间 态 内 。 共 中 也 可 能 有 炖 粹 的 超 导 态 区 域 和 纯粹 的 正常 
态 区 域 , 它们 都 与 中 间 态 区 域 相连 , 但 彼此 大 不 直接 接触 。 在 这 方 
面 ， 上 面 提 到 的 覃 球体 是 最 简单 的 情况 。 在 与 机 球 轴 平行 的 磁场 
肉 ,中国 态 发 生 在 下 面 的 范围 内 : 
Hun(1— a (44. 1) 
而 且 全 部 椭 球 体积 都 在 这 状态 内 人 。 ee 
中 间 态 肉 % 层 和 s 层 的 形状 和 大 小 ， 取 决 于 整个 物体 的 热力 
学 平衡 条 件 , 这 和 确定 铁 磁体 内 磁 哮 形状 的 情况 相似 (§ 39)。 对 前 
面 一 祥 , 层 的 厚度 决定 于 两 种 相反 作用 的 因素 .mw 相 与 s 相 的 分 界 
面 上 的 “表面 张力 " 欧 向 于 减少 层 的 数目 ， 即 增加 层 的 厚度 。 层 在 
物体 自由 面 上 的 “ 胎 出 能 ” 则 起 着 相反 的 作用 。 物 体 的 重度 增加 ， 
层 的 厚度 也 增加 , 业 果 在 接近 物体 表面 时 四 ,必须 发 生 层 的 分 支 现 


©® 例如 ， 在 球体 内 ， n= 各， 让 阅 术 的 区 域 扩展 到 也 2gn 一 名 一 已 临界 的 范围 , 


在 横向 所 内 的 柱 体 ， na 一 总， 中 员 相 的 苍 轩 为 gn < 全 < 7 在 纵向 蝎 内 的 柱 体 ， 


n=0, 中 间 术 一般 不 存在 ， 而 当 多 = 及 效 时 时 ， 起 导 电 履 完全 裕 碟 斥 末了， 对 于 模 向 所 
内 的 平行 平面 板 ,2= 1 在 岂 一 已 贴 呈 的 任何 场 内 , 它 都 在 中 间 态 内 。 
加 ”未 分 支 层 的 厚度 的 计算 , 参阅 本 节 例 题 2。 多 分 支 层 模型 的 计算 ， 参 转 工 . 归 
道 的 论文 , 了 3T®, 138, 377, 1943。 

E. M. 聚 弗 席 兹 和 IO. B. 沙 尔 条 的 论 交 ， 研 究 了 两 模型 的 相互 关系 AH CCCP 
79 783, 1951。 

在 一 定 的 条 件 下 (外 场 接近 于 零 或 已 上 8)， 热 力学 上 更 为 有 利 的 不 是 层 状 千 构 ， 
而 是 “和 楼 状 ” 茜 构 , 参阅 EB. R. Andrew, Proc. Roy. Soc.194A 98, 1943。 
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象 (其 原因 和 铁 磁 休 磁 暗 相 同 )。 

如 果 所 研究 的 物体 内 的 区 域 大 于 层 的 厚 座 ， 虽 找 写 中 间 态 也 
可 采用 取 平 均值 的 方式 (P. 派 耳 斯 , F. 偷 敦 , 1936)。 在 这 种 描写 方 
式 中 ， 假 定 物体 内 部 有 磁感应 强度 B, B 的 值 从 震 ( 在 纯粹 超 导 态 
内 ) 增 到 Hsn (在 纯粹 正常 态 内 )。 如 果 对 中 加 态 的 物质 我 们 添上 
一 个 不 为 雾 的 感应 强度 ， 则 我 们 也 必须 对 它 添 上 一 定 的 磁场 “ 强 
度 ” 囊 。 为 了 求 出 这 两 个 量 的 关系 , 必须 研究 中 间 态 的 里 实 精 构 。 

在 正常 层 与 超 导 层 的 交界 面 上 , 正常 层 内 的 磁场 等 于 有 wn, 由 
于 假定 了 层 很 薄 ， 因 此 可 以 认为 , 在 整个 正常 层 内 , 磁场 都 是 这 个 
值 。 在 超 导 层 内 ，B8 一 0。 因 此 ， 对 比 层 的 厚度 大 的 体积 求 磁场 的 
下 均值 , 我 们 得 到 , 平均 感应 强度 为 巨 =za 刀 sw， 式 中 zx 是 在 正当 
态 内 的 体积 部 分 , 其 次 ， 我 们 来 求 出 物体 单位 体积 的 热力 学 势 , 并 
且 从 相应 于 入 超 导 态 的 值 算 起 。 在 没有 外 加 磁场 时 ， 正 常态 的 单 


位 体积 具有 多 余 的 热力 学 学 势 呈 oa。 当 存 在 外 磁场 时 , 还 必须 加 上 








| 他 场 能 量 ， 于 是 得 到 也 直 。 因而 在 中 间 态 内 , 单位 体积 的 平均 热力 


学 势 等 于 
_ HunB 

ee dr 4 

”按照 普 吾 规则 , 由 热力 学 关系 式 得 到 了 和 再 的 关系 为 


oP 


在 现在 的 情况 下 , 我 们 得 到 , 矢量 五 与 BB 平行 ， 而 它 的 绝对 
值 等 于 , 


(44. 2) 








H= Hn, | (44. 3) 


@ 这 里 我 们 赂 去 了 全 部 弦 致 介 糖 效应。 在 这 些 条 件 下 ， 代 半 热力 学 势 的 政变 ， 
”我 们 可 以 哆 成 是 与 它 相 等 的 自由 能 的 改变 。 
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B 印 有 不 傅 报 于 威 应 强度 的 恒定 值 。 

如 果 将 瑟 对 吾 的 关系 用 图 表示 
《图 23)， 则 超 导 态 相应 于 横 坐 标 加 
的 04 段 ; 正常 态 相 应 于 BC 直线 
(B= 互 )。 娶 下 线 4B 段 ( 瑟 = Hun) 相 
应 于 中 间 态 。 

设 n 为 平均 磁场 改线 方向 上 的 单位 矢量 。 我 们 写 出 下 = 
一 Hunn, 并 代 和 大 方程 rot 王 = 0( 没 有 体 电流 时 是 正确 的 ) 后 ， 于 是 
入 到 roba= 0。 另 一 方面 , 因为 ?==1， 所 以 

grad n? 一 2(nvy)n 十 2[nrotn]=0， 
由 此 得 到 精 论 ，(nv)n=0。 但 这 表明 矢量 n 的 方向 不 变 。 由 此 可 
见 , 平均 磁场 的 力 线 为 直线 。 
把 所 得 到 的 精 果 应 用 到 中 则 态 内 的 精 球 上 。 对 粮 球 内 的 均匀 
磁场 , 存在 下 列 关 系 式 : 
(1—n) 吾 +-nB=%, 
吾 和 万 为 任何 关系 时 , 这 公式 都 正确 。 这 里 全 吾 一 Pay 我 们 得 到 


© 工 一 色 
忆 = 芝 一 Hn. (44. 4) 


由 此 可 见 , 术 球 内 的 平均 威 应 强度 , 按照 线性 定律 随 外 加 磁场 强度 
而 改变 , 从 d= (1 —n) Hyn 时 的 零 值 增 到 号 二 有 xn 时 的 瑟 wr 值 。 

我 们 也 可 以 写 出 中 间 态 内 的 酉 球 的 总 热力 学 势 包 的 表达 式 。 
为 此 , 我 们 从 普 汤 公式 


zj -加 -as 


出 发 [与 (31. 7) 式 比较 ]， 这 个 式 子 当 B 和 于 为 任何 关 条 时 都 适 
用 。 把 (44. 2) 一 (44 4) 式 中 的 鲁 , 豆 , 妇 值 代 大 上 式 , 我 们 得 到 


7 | 1 ， a 
.=| Han— (Hun —®)? | (44. 5) 
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(7 为 精 球 体积 ); 这 个 值 从 没有 外 加 磁场 时 的 纯 超 导 构 球 的 热力 
学 势 算 起 。 对 于 外 磁场 内 的 超 导 椭 球 , 我 们 有 : 


一 一 一 一 一 一 一 二 一 


_ 2 87 一 7 

[按照 (31. 6) 和 (42. 2) 式 ]。 当 和 一 “Hyun(l— 一 n) 时 , 这 两 式 应 南 给 出 
相同 精 果 。 

最 后 , 我 们 着 重 指出 ， 上 面 对 中 间 态 取 平 均值 的 描写 方式 ， 由 
“ 千 层 的 厚度 比较 大 , 实际 上 其 精确 度 并 不 大 。 由 于 同一 原因 ,从 上 
面 的 描写 中 ， 一 般 漏 去 了 与 层 状 辕 构 的 特性 有 关 的 一 些 现象 。 其 
中 一 个 事实 是 , 当 外 加 磁场 增加 时 ， 从 超 导 态 转变 为 中 间 态 ,实际 
上 托 不 是 恰 在 各 =(1 一 n)Hws 时 发 生 , 而 是 要 稍 迟 一 些 。 这 种 “ 延 
迟 ” 的 原因 如 下 。 当 这 状态 成 为 热力 学 上 称 定 的 ， 也 即 当 史 ,一 多 
时 , 才 转 变 为 中 间 态 。 但 是 层 状 精 构 , 除了 取 平 均值 的 描写 中 所 添 
上 的 邵 “ 体 积 ” 能 (44. 5) 外 ， 还 有 由 于 各 层 交 存在 分 界面 和 在 物体 
表面 附近 层 的 形状 发 生变 化 所 引起 的 附加 能 。 这 种 情况 也 使 转变 
点 向 磁场 较 强 的 一 侧 移动 0。 


例 是 


i. 献 求 中 间 坊 内 的 攀 球 的 热 容 量 。 
解 ， 将 (44.5) 式 的 热力 学 势 对 温 庭 肥 微分 ， 我 们 郎 得 到 炳 和 热 容 量 。 路 
去 含有 物体 热 脱 腊 系 数 的 项 , 我 们 得 到 


. VT 


( 搬 麦 示 对 卫 取 微分 ); 多 是 物体 在 超 导 态 内 的 热 容量 ( 它 对 名 的 微弱 仿 辐 
关系, 我 们 这 里 略 去 不 考虑 )。 由 此 看 用 , 在 名 = (1 一 n)H%# 的 点 处 ,名 变化 
时 (温度 不 变 ), 物体 的 热 容量 从 名 。 突变 到 


en 


1 Hns 


”@ 关于 这 一 点 参 并 247 页 所 指出 的 文献。 
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然后 , 按 钱 性 定律 随 久 而 改变 到 下 列 值 ( 当 售 == Haw 时 》 
Ge (Hi + Hyun Hn + EL Hi = nt LH 
由 此 消去 了 垃 到 才 ， 的 突变 。 
2. 设 平行 平面 板 稚 直 于 外 加 磁场 名 , 坛 
求 中 间 态 内 平行 平面 板 的 % 层 和 s 层 的 形 
- 状 和 大 小 ; 假设 层 不 分 支 (I. 朗 道 , 1937)。 
解 .% 相 和 * 相 的 区 域 代表 与 磁场 方向 
行 的 层 , 只 在 板 面 附近 ， 居 的 平行 平面 性 
0 
磁力 线 (图 24 于 的 眼线 ) 只 穿 过 % 屋 ， 
而 且 s 展 的 边界 也 是 磁力 钱 ( 由 于 在 其 上 条 
件 B=0)。 同 时 还 涝 虑 到 在 %w 相 和 s 相 的 
分 界面 上 ， 必 须 五 = Hw#, 于 是 在 s 层 的 边 
. 界 上 的 条 件 可 写 为 
在 BC 段 上 : 有 H,=0 
在 B4 段 和 CD 段 上 : 二 ?十 HH 二 古 提 } 
(1) 
(坐标 韩 的 选择 如 图 24 所 示 )。 在 离 板 很 远 
处 , 场 理 必须 与 外 场 名 相等 , 部 





当 xz 一 一 时 Hy= ®, Hy=0. 《2) 
按照 下 列 公式 引进 场 的 标 势 和 氛 势 : 
_ 3p_34 ,1 _ aa4 
He ay’”  Y ay 9 


以 及 复数 势 w= 一 i4( 与 $3 的 第 3 节 比 较 )。 
在 每 条 磁力 线 上 , 4 = 常数。 假设 一 力 线 达到 0 点 后 分 支 为 0CD 和 OB4， 
并 形成 一 个 s 层 的 边界 , 全 在 这 力 线 上 4= 0。 在 两 相 邻 s 层 的 边 轩 上 , 4 值 
之 差 等 于 通过 和 线 引 = we 十 an 的 磁 通 量 ， 即 等 于 多 ua。 因此 在 全 部 * 层 的 边 
界 上 , 4 值 等 于 久 a 值 的 整 倍 数 。 再 引进 “复数 场 强 ”: 
CO 


我 们 把 条 件 (I) 写成 
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在 BO 上 : Re;=0, (3) 





在 BA4 和 CD 上 : |»y|=Hyn， 
引进 一 个 新 的 量 : 
Pe od (4) 


并 把 7 看 作 的 画 数 。 在 全 部 的 边界 力 线 上 (以 及 在 板 外 的 延长 线 上 ) 量 ? 
为 实 值 : Y=e 8 —1。 
因为 除 一 个 常数 外 ,9 是 完全 确定 的 ， 因而 可 以 任意 地 选择 一 点 处 的 
值 。 设 在 0 点 处 , p= 0。 于 是 在 这 点 处 ， 上 = 0。 在 所 研究 的 边界 力 盘 上 ， 在 
离 板 很 远 处 , “= 一 1( 因 当 一 一 一 时， 我们 有 一 一 岛 z 一 十 co)- 在 互 点 处 
(或 :点 )， 磁力 艇 透 入 板 内 ， 我 们 把 这 点 处 的 了 才 示 为 fo。 在 CD 和 B4 的 
分 支 上 , + 从 to 变 到 一 。 于 是 条 件 (1) 和 (3) 可 以 写成 


当 = 一 7 一 名， (5) 
当 0<r<to, Ren=0; | 
当 Yo<=t， ne 《6) 
此 外 , 责 数 7 .必须 处 处 有 限 。 


条 件 (6) 满 足 画 数 
"WY © 
在 ? 为 实 负 什 时， 两 根 为 实 根 ， i 当 0 一 一 ro3; 两 根 
为 虚 根 , 而且 取 为 四 
”二 THeni[ /V1| 
“一 ”号 或 < 十 "号 分 别 相应 于 0C 段 和 0 也 彼 。 当 ffo, 必须 写 为 


9 一 El 1 于 /| 


“一 "号 或 "十 "号 分 别 相应 于 CD ja B4 通 。ts 值 由 条 件 (5) 求 出 ， 并 等 于 
fo = 二 (元 -四 ， (8) 
此 处 引用 了 符号 h=B。 
. 是 界 
将 关系 式 dz = 一 -2 对 的 实 值 进行 积分 ,我 们 得 到 层 的 形状 也 即 是 边 


界 力 钱 的 方程 为 





2 一 一 





dw _ ee Qt : 

9 2rJnCt+t1) 

把 a Ct) 代 大， 分 开 实 值 部 分 与 虚 值 部 分 , 并 适当 地 选择 积分 常数 ， 得 到 CD 
力 线 的 参量 方程 为 


| VE 一 一 Fer FY : 
Ny A IA hy e+ 9 
| VL to (tt DY 3 
y= _paf to Gd -ha ( 却 到 

| 2 卫 一 to ee Sen/ ) 


(了 = 全 ,是 zc 一 ce 时 的 了 坐标 入 参天 图 24)。 


层 状 结构 的 周期 a -与 s 层 和 ” 野 的 厚 刻 qs 和 an 的 关系 为 &=as 十 co 
a® =anHyyo ip te 层 的 磁 通 量 为 连 守 的 必然 结果 。 幅 
隐 得 
de=a(1—h), gn=ha. 
局 期 e 由 板 的 总 热力 学 势 取 极 小 值 的 条 件 定 肌 。 在 % 相 和 s 相 的 边界 
下 于 “ 麦 面 张力 ”的 存在 , 使 板 奏 面 单位 面积 的 热力 学 势 内 及 现下 面 一 项 : 


P12 nn 
其 中 1 是 板 的 厚度 ， 而 表面 张力 季 数 天 示 为 HE (人 4 为 长 度 的 量 类 )。 大 


计算 这 一 一 部 分 能 量 时 ， 在 板 面 附近 的 晨 弯 曲 ， 当然 可 以 略 去 不 计 。 
在 板 的 素 面 上 , 层 的 “ 脸 册 能 ” 训 以 写 为 酚 部 分 之 和 。 第 一 ，n 层 的 体积 
比 在 整个 范 园 内 保持 平行 平面 性 时 所 占 的 体积 要 增加 , 这 就 导 至 附加 的 能 量 


2 | (了 一 力 Qz en 


(因子 4 是 考虑 到 在 每 一 一 个 十 S 层 的 两 便 上 有 四 个 角 一 一 例 如 图 24 上 约 如 


和 C)。 
第 二 , 在 板 的 表面 二 层 的 伸 内 引起 磁 易 内 的 采 毕 的 能 量 改变 ， 即 改变 能 
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量 一 去 系 久 。 板 的 磁 短 由 层 表 面 上 的 电流 所 产生 。 当 磁 感 应 的 切 向 分 量 


从 甩 突 变 到 0 时 , 面 电流 密度 为 9= 土生 。 因 此 ,在 4 轴 的 单位 长 庆 上 ， 在 
* 层 的 每 一 边界 面 上 的 磁 丘 为 
H 


一 去 ds (ds 一 /azz +ay). 
GoD 


如 果 野 不 促 出 到 素面 , 期 0C 段 不 存在 ， 而 在 CD 上 , 处 处 y= 了 。 因 此 
四 个 角 中 每 一 名 的 多 余 磁 矩 等 于 


了 上 ar Yaz. 
相应 地 多 余 的 能 量 为 


a= 一 和 Huny dx 一 上 ED 


oD Ov 


用 了 玫 示 的 坐标 = 和 2 与 4 成 正比 。 因 此 , 1+ 多 内 的 全 部 积分 与 ca 
成 正比 , 于 是 这 部 分 热力 学 势 与 a 成 正比 。 因 而 外 1 十 2 十 抱 s 之 和 为 


Ey ra arcoo) | 





一 


由 上 式 取 极 小 值 的 条 件 得 出 
_IA_ 
Fa) ' 

应 恋 指 出 , 在 板 面 附近 的 ” 层 内 , 磁场 可 以 比 Hs 小 得 多 ， 即 存在 相当 
于 图 22, 4 所 示 的 请 驶 。 在 现在 的 情况 下 , 它 在 热力 学 上 的 不 利 , 可 由 阻止 层 
厚度 进一步 减 小 的 雪 面 张力 能 求 抵 铺 。 


，，”@ 2 和 ga 内 的 积分 不 能 用 基本 融 数 来 表示 , 琐 数 了 (fi) 在 卫 . 票 弗 席 慈 和 IO. 
落 尔 闪 的 榆 文 内 已 列 成 密 ( 参 并 247 页 上 的 底 注 )。 
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§ 45。 健 科 电 流 


到 目前 为 止 , 我 们 只 是 研究 了 恒定 电场 和 恒定 磁场 , 而 应 用 麦 
_ 克 斯 韦 方程 


1 9B 
rotE = a 8 


只 是 出 于 附带 的 目的 , 即 推导 磁场 能 量 的 表达 式 (830)。 


(45.1) 


物质 内 的 交 变 电磁 场 的 特征 ， 主 要 决定 于 物质 的 种 类 和 场 频 ” 


率 的 数量 航 , 在 本 节 内 , 我 们 来 研究 在 外 加 交 变 磁场 内 的 大 导体 内 
所 发 生 的 现象 。 这 时 我 们 假定 , 场 的 变化 速度 不 很 大 , 而 且 满足 下 
面 所 提出 的 一 系列 条 件 。 满 足 这 些 条 件 的 电磁 场 和 电流 ， 称 为 准 
表态 的 。 

”首先 我 们 假定 对 应 于 (其 空 内 或 导体 周围 媒质 内 ) 场 频率 w 的 . 
波长 ~ 七 大 于 导体 的 简 讼 1: 


. wT 加 
于 是 在 任何 时 刻 , 描写 导体 外 的 磁场 分 布 可 利用 静 磁 场 方 程 : 
div B=0, rot H=0, (45. 2) 


其 中 略 去 了 由 于 电磁 扰动 传播 速度 有 限 所 引起 的 各 种 效应 。 不 请 
而 哈 ， 只 在 离 导体 不 大 的 距离 (小 于 内， 才 容 许 这 种 忽略 (这 在 
任何 情况 下 对 确定 导体 内 的 场 是 完全 足够 的 )。 

导体 内 的 完全 场 方程 组 包括 (45. 1) 式 和 下 列 方程 P: 


一 一 一 一 一- 一 
”在 各 向 肛 竹 物体 内, 在 (45. 4) 式 右 便 , 代 鞭 oE, 应 为 具有 分 量 cixBk 的 矢量 。 
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divy B=0, 《45. 3) 
rH To (45. 4) 


严格 说 来 ,- 其 中 第 二 式 只 是 对 恒定 电流 和 恒定 磁场 而 引进 的 。 因 
此 ， 还 必须 指出 能 够 相当 精确 地 应 用 这 方程 于 交 变 场 的 条 件 。 在 
《45. 4) 式 内 , 电流 与 电场 强度 的 关系 由 关系 式 j=e 互 得 出 ,其 中 
为 常数 ， 属 于 静态 情况 。 如 果 场 的 变化 局 期 大 于 微观 导电 机 构 的 
蛙 征 时 间 , 盈 存 在 这 种 关系 。 换 句 话 说, 场 的 频率 必须 小 于 导体 内 
电子 自由 路 程 时 间 的 倒数 。 对 典型 的 金属 而 车 ( 在 室温 下 )， 这 条 
件 所 容许 的 临界 频率 , 在 光 侧 的 红外 区 域内 @。 

全 是 让 几 直 :下 二 在 的 必 吕 二 的 二 不 碌 丰 大 机 本 攻 沁 


，_ 程 的 应 用 。 因 为 这 些 方 程 是 宏观 方程 ， 因 而 假定 了 电子 的 自由 路 


和 长 订 小 于 声 放 全 旺 者 守 化 的 四 溃 。 下 面 我 们 将 再 讨 蕉 这 一 条 
件 。 

”在 (45. 1) 和 (45. 4) 式 肉 ，E 是 由 交 变 磁场 所 引起 的 感应 电场 
强度 。 如 果 已 知 再， 则 由 (45. 4) 式 可 直接 求 出 场 正 。 从 (45. 1) 和 和 
(45.4) 式 内 演 去 E, 得 到 HH 的 方程 为 

47r oB ro 





,Cc 9 
在 电导 率 o 和 磁 导 率 人 为 常数 的 均匀 媒质 内 ， 可 以 将 因子 二 
从 符号 rot 内 取出 ， 而 按照 (45. 3) 式 ， 我 们 有 divB 一 .divH=0。 
因此 ,rotrot H= 一 AH 于 是 我 们 得 到 方程 : 


”对 于 不 良 导体 (例如 宇 导 体 )，(45. 4) 式 的 应 用 还 要 求 避 守 另 一 个 条 件 , 它 荡 
至 是 更 强 的 条 件 。 在 这 种 导体 内 ， 同 时 引进 电导 率 和 介 电 常数 是 有 意义 的 。 于 是 在 
(645. 全 式 的 右 侧 应 深 上 一 项 -号 王 , 它 比 乞 v 加 小 的 条 件 为 工交 6。 在 自 导 体内 (全 


属 、， 在 电导 率 仍 可 假定 为 常数 全 部 频率 区 域内 ， 实际 上 二 六 (参天 260 于 上 的 底 注 )。 


一 一 Tot 一 一 一 一 (45. 3) 
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A (45.6) 
Cc 
这 个 方程 和 方程 div H 一 0 构成 了 确定 磁场 的 完全 方程 租 , 应 该 指 
出 , (45. 6) 式 具有 导热 方程 的 形式 , 而 且 了 人 -起 着 测 温 采 数 的 


作用 。 

. 在 导体 表面 上 ， 磁 场 的 边界 笨 件 可 从 方程 本 身 的 形状 明显 看 
出 , 和 前 面 一 样 , 这 些 边界 条 件 为 : 
Bni= Bns, Hzi= Hi. (45. 7) 
(45. 4) 右 侧 的 表达 式 , 由 于 它 本 身 的 局 限 性 , 并 不 影响 其 中 的 第 二 
个 条 件 。 当 =1 时 ,可 以 简单 地 写 为 @ 

| Hi = Hz. (45. 8) 

Hs; 为 连 种 的 条 件 导 至 (rot H) 也 是 连续 的, 而 且 按 照 (45. 4) 
式 , 导 至 (cE)* 也 是 连 妹 的 。 但 在 导体 外 , 0 =0, 因此 我 们 得 到 畦 
论 , 在 导体 表面 上 ， 

| BE) = 0， 
式 中 的 上 角 标 ( 认 系 指导 体内 的 场 而 项。 和 ,一 样 ，jw 一 oBn 也 
变 为 雾 。 由 此 可 见 ， 我 们 所 研究 的 方程 粗 自 动 地 使 电流 密度 的 法 
向 分 量变 为 雳 (在 导体 表面 上 )。 换 名 话说 , 在 所 考虑 的 近似 内 , 交 
变 磁 场 的 存在 , 并 不 会 引起 导体 表面 上 出 现 自由 电荷 。 

如 果 导 体 是 复合 导体 , 而 且 它 的 各 有 段 的 电导 率 不 相同 , 则 仅 由 
(45. 8) 式 的 边 办 条件， 着 不 足以 对 问题 作出 完全 的 表述 。 在 两 自 
导体 的 分 界面 上 ,除了 H 为 连续 外 , 还 必须 考虑 到 E; 的 连续 性 条 

中 对 于 通常 的 抗 磁体 或 顺和 磁体 ， 4 非常 接近 于 1, 在 下 面 的 公式 内 肝 入 上 ， 对 精 
确 度 的 提高 没有 意义 。 与 1 相差 很 大 的 “ 值 ， 出 现在 铁 磁 金属 内 ， 描写 这 种 金属 的 磁 
性 质 ( 在 很 红 的 舅 内 ) 是 利用 犬 的 碚 导 容 。 但 是 在 这 些 罗 质 肉 ，& 的 色散 (人 对 频率 ow 


的 依 顿 关系) 出现 很 早 ， 从 而 使 上 实际 上 减 小 到 1。 由 于 这 一 情况 ， 在 本 章 各 入 内 ,我 
人 假定 上 =1。 
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” 件 ; 对 政 场 而 车 , 这 个 条 件 表 明 
(rot HDir _ (rot Hita 
， Ol. > cra 四 
建立 了 基本 方程 后 ， 我 们 进而 来 研究 它们 所 描写 的 交 变 场 的 
特征 。 3 


二 (45.-9) 


假定 导体 是 在 某 一 时 刻 已 移 去 了 场 源 的 磁场 内 。 这 时 导体 内 “ 


- 的 以 及 导体 周围 的 场 并 不 是 立刻 变 为 雾 ， 场 随时 间 的 喜 减 过 程 由 
(45. 6) 式 决定 。 机 求 翅 这 种 问题 的 解 ， 仿 照 数学 物理 中 的 普 逼 方 
法 , 必须 按 下 列 方式 进行 。 我 们 求 出 (45. 6) 式 的 解 为 

| H=H(x, y, 2)e m’, 
寺中 为数 。 于 于 天数 aw) 得 开放 可- 


C2 





AH = — YnHm. (45. 10) 


47rcr 
在 给 定 的 导体 形状 下 ， 这 些 方程 只 对 7 的 一 定 值 有 不 为 雳 的 解 
(满足 必要 的 边界 条 件 )， 这 些 yw 值 构成 (45. 10) 式 的 “本 征 值 ”。 
全 部 Ym 值 均 为 实 正 值 D， 而 与 它们 对 应 的 西数 Hm《%x, y, *)， 则 粗 
成 相互 正 记 的 完全 的 矢量 西数 租 。 谢 在 起 始 时 到 的 场 分 布 为 画 数 
Ho(z, y, z) 所 给 出 。 把 它 按 画 数 粗 Hm 展开 : 


Ho(z y, 2) = SjcnHn (x, y, 2), 
于 是 我 们 得 到 国 是 的 解 为 


@ ”这 点 由 下 列 方法 容易 证 明 。 为 了 训 更 必须 计 及 导体 面 的 边界 条 件 , 我 们 从 
(45.5) 式 出 发 , 其 中 可 以 假定 , 在 导体 外 ，= 以 连 半 方式 趋 近 于 淮 , 在 方程 
Ar YmHm=—rot rot Hm 
C2 G 
的 两 侧 滋 上 于 * , 并 对 整 个 空间 进行 积分 , 我们 得 到 
Yn | | Hn [er = {Hrot Tot Hn gy | 二 


由 此 可 以 看 出 , Ym 取 实 正 储 。 





rot Hm | 2 gy, 


Ea 
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7mnt _ ，: ' ; 
H(z, y, 2, 1) = one Hn lz, ys 2)， (45. 11) 


这 个 解 给 出 场 随时 间 的 衰 碱 方式 。 
场 的 圳 减速 度 主要 由 上 述 和 数 中 相应 于 yw 的 最 小 值 的 项 决 


定 ; 设 这 个 最 小 值 为 Y;。 于 是 场 的 “ 衰 碱 时 间 ” 可 定义 为 *= 寺 。 
从 (45. 10) 式 可 以 看 出 这 一 时 间 的 数量 般 。 因 为 AH 一 天 ( 共 中 7 
为 导体 的 重度 ), 因此 ， 


24 
re (45. 12) 


另 一 类 问题 是 导体 在 频率 为 的 外 加 交 变 磁场 内 的 行为 阅 
题 。 透 大 导体 内 的 磁场 在 导体 内 感 生出 交 变 电场 ， 而 这 电场 双 引 
起 电流 的 出 现 ( 称 为 傅 科 电流 )。 从 上 面 所 指出 的 方程 (45. 6) 与 导 
热 方程 的 相似 性 出 发 , 对 于 了 场 透 太 导体 内 部 的 特征 , 可 以 得 到 一 
般 的 概念。 从 导热 理论 得 知 ; 满足 这 个 方程 的 量 , 在 时 间 上 内 在 空 
间 中 “传播 ”的 距离 网 为 /Xt 。 因 此 ， 我 们 可 以 立即 得 出 辕 葵 ， 磁 
场 “ 透 入 ”导体 内 的 距离 5 的 数量 级 为 





OwW 
当然 对 由 它 所 感 生 的 电场 和 电流 而 首 , 情况 也 是 一 样 。 

在 频率 为 w 的 交 变 场 内 ， 全 部 县 对 时 间 的 关系 由 因子 e ”' 给 
出 。 这 时 (45. 6) 式 的 形式 变 为 


AH = 一 OH. (45. 13) 
我 们 来 研究 两 种 极限 情况 。 如 果 “ 透 入 深度 ”8 大 于 导体 的 线 ， 
度 ( 类 率 很 小 )， 则 在 第 一 近似 下 ， 可 以 合 (45. 13) 式 的 右 便 为 需 。 


于 是 , 在 任何 时 刻 的 磁场 分 布 , 将 和 高 导体 很 远 处 的 外 磁场 保持 给 
定 值 时 的 稳定 情况 的 场 分 布 完全 相同 , 我 们 把 这 个 解 表示 为 Ha 
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这 解 与 频率 死 关 (更 糖 确 一 点 说 , 频率 只 包含 在 时 间 因 子 e-'*! 内 )。 
于 是 , 只 在 的 下 一 级 近似 下 , 才 出 现 感 生 电 场 , 因为 在 稳定 情况 
下 , 这 种 感 生 电场 一 般 不 存在 。 这 相应 于 下 列 事实 : 按照 (45.4) 式 
从 Has 计算 EE 时 , 我 们 得 到 雳 , 因为 rot Ha 一 0。 因此 ,要 算出 了 ， 
必须 应 用 (45. 1) 式 , 按照 这 个 式 子 ， 


rotE ~— i Hex. (45. 14) . 


于 是 这 个 方程 和 方程 divE=0[ 当 o 在 导体 内 不 变 时 , 由 (45. 4) 式 
得 出 ] 就 完全 确定 了 电场 的 分 布 。 应 该 指出 , 它 与 频率 中 成 正比 。 
现在 转 到 入 反 的 极限 情况 ，8<71( 频 率 很 大 )。- 本 节 开 头 所 提 
到 的 实 观 场 方程 的 应 用 条 件 ， 奖 求 8 必须 大 于 传导 电子 的 自由 路 
程 长 度 D。 

3<<1 时 , 磁场 只 能 适 大 导体 很 的 表面 屋内 。 在 计算 导体 
外 的 场 时 可 以 略 去 这 层 的 厚度 ， 也 即 是 可 以 假定 磁场 一 般 不 会 透 . 
入 导体 内 部 。 在 这 种 意义 上 , 高 频 磁场 内 的 导体 , 其 行为 和 恒定 场 
内 的 超导体 相同 , 而 要 计算 出 超导体 外 的 场 , 必须 解 相同 形状 的 超 
导体 的 相应 的 稳定 问题 。 

各 果 把 导体 面 的 各 小 区 域 看 作 和 平面 ， 就 可 以 在 普 表 形式 下 研 
究 导体 表面 层 内 实际 的 场 分 布 。 于 是 必须 对 平面 所 包 回 的 导电 媒 
质 , 求 出 (45. 13) 式 的 解 , 在 平面 外 的 场 具 有 给 定 值 ,我 们 用 Hoe-e 
表示 它 。 如 上 面 所 示 ， 由 对 中 无 限 媒质 求 出 这 问题 的 解 ， 喜 可 以 
得 到 这 一 矢量 , 这 个 矢量 与 导体 面 平行 。 由 于 边界 条 件 (45. 8), 导 
体 表面 的 磁场 也 等 于 Hoe-'*!。 

选择 导体 面 为 zy 在 面 ,而 且 导 电 媒 质 充 满 一 咎 空间 z 二 0。 由 


QD 在 金属 内 , 实际 上 正 是 这 个 条 件 最 先 补 破 坏 ( 当 频率 二 加 时 )。 条 件 o<< 士 对 
于 电导 府 小 的 伞 导 体 , 是 一 个 更 强 的 条 件 , 其 中 是 自由 路 黎 时 间 。 
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于 二 题 的 条 件 对 于 方向 z 和 39 是 齐 次 的 , 因而 所 求 的 融 场 共 只 人 
顿 于 = Sa 

9z 
界 上 及 ,一 0, 因而 处 处 太一 0。 按 照 (45. 13) 式 , 我 们 得 到 责 的 方 
程 为 . 








2 
22 





式 中 
. A /Be Von 人 了 本: 
这 个 方程 的 解 在 离 导体 面 很 远 处 (> 一 ce) 变 为 需 ， 它 与 ez 成 正 
比 。 
再 考虑 到 z= 0 时 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 





H=Hoe et Ce ) ;> (45. 15) 
式 中 “ 透 入 深 论 ”6 定义 为 
Ey C _ 工 十 和 
3 一 7 一 (45. 16) 


现在 利用 (45. 4) 式 求 出 电场 。 引 进 z 方向 的 单位 矢量 n， 我 
们 得 到 ; 


E=Yy (1 i) [Hn]. (45. 17) 
8 

注意 到 g~(t)H : 

如 果 磁 场 Hoe ”上 是 <“ 线 极 化 的 ”， 则 由 适当 选择 时 间 的 计算 


原点 ， 可 以 使 He 为 实 值 。 然 后 , 我 们 选择 这 矢量 的 方向 为 y 朝方 
向 。 取 (45.16) 和 (45. 17) 式 的 实数 部 分 , 我 们 得 到 


1 ey Hoe Soos( 有 ot), 


0 cos( 也 st 7) 
4775 6 1 和 4 


(45. 18) 





Es=B=Ho 


~ 
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于 是 傅 科 电流 密度 j= 瑟 的 分 布 定 律 和 电场 的 相同 。 

傅 科 电流 的 发 生 , 引起 场 能 量 的 耗 散 , 它 以 焦耳 热 的 形式 放出 
来 。 在 工 移 内 导体 内 所 耗 散 的 平均 (对 时 间 而 请 ) 能 量 色 等 于 


Q=| 正 ar = | = 更 dr 


也 可 以 作为 土 移 内 从 外 部 流入 导体 内 的 平均 场 能 来 算出 @， 也 即 
是 积分 : 


Q= Ba [EH]a (45. 19) 


这 积分 对 导体 的 表面 进行 9。 
我 们 从 上 面 看 到 , 在 38 六? 的 极限 情况 下 ， 导 体内 的 磁场 的 振 
幅 与 频率 无 关 ， 而 电场 的 振幅 则 与 成 正比 。 因 此 , 在 小 频率 时 ， 
耗 散 能 量 @ 与 o? 成 正比 。 
在 381 的 情况 下 ， 导 体 表面 的 磁场 和 电场 ， 由 (个 . 15) 式 和 
(45. 17) 式 求 出 , 其 中 z=0。 坡 印 廷 矢量 垂直 于 导体 表面 , 而 它 的 
平均 值 为 


站 人 二 
而 且 如 上 面 所 指出 的 ，He 沿 导体 表面 的 变化 ， 可 以 由 解 相同 形状 
@@ 如 果 把 任何 两 个 量 a(t) 和 b(t) 写成 复数 形式 (与 e 1*t 成 正比 )， 则 在 计算 


它们 的 滁 积 时 , 首先 当然 必须 取 实 值 部 份 。 但是, 如 果 我 们 感 兴趣 的 只 是 这 科 积 的 至 均 
信人 (对 时 间 取 平均 ) 区 可 以 算出 为 


言 Befair }. 
实际 上 , 含有 因子 e+24%t 的 项 在 平均 后 变 为 堆 , 因此 得 


了 [GEJCGT5 = 村 (ob* 二 ar0)。 
。 特别 是 , 按照 下 式 
5-=Rej 志 去 CEH"] 1 (45. 19a) 


可 以 算出 各 为 * 坡 印 鞍 复数 矢量 ”的 实 值 部 分 。 
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的 超导体 外 的 磁场 问题 求 出 。 能 量 耗 散 为 - 


g@= TV lola. (45. 20) 
注意 到 , 当 高 频率 时 , 8 与 /总 成 正比 。 
能 量 耗 散 也 可 以 用 导体 在 磁场 内 所 得 到 的 总 磁 矩 .% 来 表示 。 
在 周期 场 内 ， 磁 和 矩 也 是 频率 相同 的 时 间 的 周期 夯 数 。 按 照 (3. 14) 
式 , 导体 自由 能 随时 间 的 变化 由 下 列 导数 得 出 : 
d% 
at ’ 
式 中 多 是 导体 所 在 的 外 均匀 磁场 。 

从 这 个 式 子 还 不 能 直接 给 出 所 求 的 能 量 耗 散 ， 因 为 导体 的 能 
最 改变 , 不 但 由 于 耗 散 作用 , 而 且 也 由 于 导体 与 周围 场 之 问 的 周期 
性 的 能 量 转移 。 如 果 我 们 对 时 间 求 平均 值 , 则 后 一 部 分 为 徐 , 由 此 
可 见 , 单 位 时 间 内 的 平均 能 量 耗 散 为 





一 
©Q= es (45. 21) 
Os 则 岛 = 一 io 各 , 而 @ 可 以 算出 为 
Q=— 襄 1 Retia MAS* } = 富 Im {MO*} (45. 22) 


(关于 这 里 出 吏 的 因子 二 ,参天 262 页 上 的 底 注 )。 

:的 分 半 是 外 厂 粮 的 樟 性 丙 娄 
MM; = Vaisdr, : (45. 23) 

起 中 无 量 糊 系数 wu (wo) 决定 于 导体 的 形状 和 它 在 外 场 中 的 取向 

(但 与 它 的 体积 无 关 ); 假定 这 个 式 子 内 的 . 奏 和 多 写 为 复数 形式 ， 

于 是 量 ain 一 般 膏 来 也 是 复数 。 张 量 Voss 可 以 称 为 整个 导体 的 磁 ， 

极 化 率 张 量 。 下 面 将 证 明 (3 88), 这 张 量 是 对 称 的 : 

ip = Ops | (45. 24) 

利用 这 一 性 质 , 可 以 写 为 
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MS Van Dan(S Snt $0) 一 
二 Vain Re {OE } 。 
此 和 外, 如 果 把 复数 量 ci 写 为 
Gap 一 oz 十 VO poy 
则 对 于 耗 散 能 量 (45. 22), 我 们 得 到 
Q— oats Rol (45. 25) 


-由 此 可 和 见 ， 能 量 耗 散 由 物体 磁极 化 率 的 虚数 部 分 决定 。 我 们 
成 正比 。 因 此 , 可 以 作出 精 葵 ， 在 这 两 种 极限 情况 下 ， 量 of 分 别 


与 w 和 ww 成 正比 。 当 一 0 或 wo 一 co 了 时, ai 都 减少 , 因而 在 中 
癌 区 域内 必 有 一 极 大 值 。 | 
在 交 变 磁 场 内 ， 导 体 的 磁 矩 主要 是 由 于 导体 内 的 传导 电流 所 
产生 的 ; 甚至 当 /= 1 静 磁 和 矩 变 为 老 时 ， 它 也 不 为 需 。 取 w 一 0 的 
_ 极限, 于 是 后 者 可 从 .NH(w) 得 到 。 由 此 得 出 , 磁极 化 率 的 实 值 部 分 
anp， 当 wo 一 0 时 ， 者 近 于 定 值 (4 一 1 时 趋 于 需 ), 这 定 值 相应 于 恒 
定 磁场 内 的 磁化 强度 。 在 ow 一 cc 的 极限 情况 下 ， 这 时 磁场 不 透 入 
身体 内 部 , 于 是 量 wx 趋 近 于 另 一 极限 值 ， 相 应 于 相同 形状 的 超 导 
体 的 静 磁 化 强度 。 


例 是 
1. 训 求 均匀 的 周期 的 外 磁场 内 咎 径 为 a 的 各 向 同性 导电 球 的 磁极 化 ， 
率 。 | : . : 
解 ， 球 内 的 磁场 Hp 满足 方程 : 
A + 2 = 0, div 到 (= 二 0 . 


(区 
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我 们 把 这 场 写 为 了 HG 一 rotA， 同 时 全 满足 方程 AA + kA= 0; 因为 班 是 袁 
矢量 , 因而 A 是 极 矢 量 。 由 于 球 是 对 称 的 , 于 是 唯一 与 解 有 关 的 恒定 矢量 是 
外 磁场 的 强度 名。 我 们 用 ff 表示 标量 方程 ，Af 十 2f=0 的 球 对 称 的 解 : 


sinkr 
> Ss 


“于 是 满足 矢量 方程 AA 十 ?A = 0、 而 且 与 恒定 轴 矢 量 名 为 线性 关系 的 
极 矢 量 A, 可 以 写 为 
A=Brot(f®) 
( 8 为 常数 )。 由 此 可 见 , 求 得 HG 的 形式 为 
HD = 8 rot rot(f®) = 
> f' 2 3f' 2 | 
: -BF + 多 -EC + )nCn®), 
式 中 nn 是 Y 方向 的 单位 矢量 (利用 方程 Af 十 和 = 0 二 次 导数 f" 被 泊 去 )。 
球 外 的 磁场 HH'* 满足 方程 rot H'*=0 和 div H‘* =0。 我 们 把 它 写 为 


HH == 一 grady 十 名 而 且 ? 满足 方程 Ag =0, 但 在 无 穷 远 处 变 为 雳 。 这 画 数 9 
与 恒定 矢量 名 为 线性 相依 , 其 形式 为 : 


多 一 -av gv 
( r=) 由 此 可 网 , 求 得 He) 的 形式 为 


ICe) 一 了 a grad( $v 3#)+% = [3n(n®) 一 和 名] 十 名 . 


显然 地 ,a7 刍 是 球 的 磁 矩 ,于 是 了 a 是 球 的 磁极 化 率 ( 由 于 球 的 对 称 性 ， 张 量 
aix 变 成 标量 aiz 一 Q5iz)o 

在 球面 上 (=a)， 下 的 全 部 分 量 为 连 米 的 。 分 别 含有 王 咽 平行 和 垂直 的 
各 分 量 相 等 , 我 们 就 可 得 到 确定 a 和 8 的 两 个 方程 。 对 于 我 们 感 兴趣 的 磁极 
化 率 ( 属 于 单位 体积 ), 得 到 


a=0 + ia! 一 a ae) 
S h(E)— sin(¥) 
Q' 一 一 站 
| 
ehl -一 | 一 cos 


了 
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|， , J 
16ra? ?one)- eos(E) 


ne 下 (5 之 C)， 








af 一 





Cs To5-(2 4) = _ Ar ter 
~ 105n 105 ct ， 
ee (2) _ ?ow 
20r\6/)/ 10c2* 
对 于 频率 很 高 的 情 驳 5<<a)， 
3 35 3 fT, 3c ] 
0! 一 一 一 一 一 一 下 二 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 
Br 2a 8r Za Braw 
ar 一 9 5 9c 


16ra 16rav dare 
极限 值 yur= 一 所 相应 度 于 超 导 z 球 的 磁 垂 , 而 a'! 的 值 借 勘 于 (45. 20) 式 ， 利 用 


起 导 球 吉 面 的 磁场 公式 (42.3), 即 可 求 得 。 
2. 与 上 题 相同 , 斌 求 导电 柱 体 ( 千 径 为 a ) 在 与 其 加 垂直 的 均匀 周期 外 磁 
场 内 的 磁极 化 率 。 
解 . 这 个 问题 是 例题 1 的 “二 看 类 们 ”” 下 面 的 全 部 和 撩 算是 在 垂直 于 柱 
体 朝 的 平面 内 的 二 条 运算 , 而 = 是 这 平面 内 的 径 向 矢量 。 柱 体内 的 磁场 为 
H = Brot rot(f®)= i 


= 二 + a th nCn®), 
式 中 f=Jo(k7) 是 二 扒 方 程 Af+k?7f=0 的 对 称 解 ， 它 在 +=0 时 取 有 限 值 。 
福 体外 的 场 为 


; 于 (e = 一 2xygrad( 名 vinr) 十 名 
-2 








(7=#a?)。 柱 体 单位 长 度 的 磁 短 为 Ya (参半 $3 例题 2)。 a 工 一 样 ， 
当 一 4 时 , 从 条 件 时 ”一 下 “> 我 们 得 到 


了 [T， 2 J1(ka) 
2r ak Jo (ka) 


[ 比 处 利用 了 关系 式 J6(k7)= 一 kJ1(kr)]。 


太一 -一 
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当 sa 时, 按 ka 蛙 展 开具 赛 耳 责 数 ， | 
ee 
w= 一 于 (到 <) = 6cz ，、 
me _a? Fw 
a 下 G 2) ~ 4dc2* 
当 sa 时 , 利用 具 塞 耳 画 数 的 渐 近 表 达 式 , 我 们 得 到 


A LEE 2 和 (i -ze) 


1 
re 
3. 所 求 与 上 题 相同 ， 但 磁场 与 柱 体 地 平行 
解 . 在 整个 空 直上 内 , 磁场 与 柱 体 埋 平 行 。 在 往 体 外 Ho 一 总 而 在 柱 体 
二 , HE?) = 入， 式 中 上 是 二 和 雁 方程 Ar +¥f=0 的 对 称 解 ， 当 r=a 时 这 解 变 














为 1: 
ey) 
He a 
柱 体内 的 健 科 电 流 是 环流 的 (如 在 柱 坐 标 系 中 ,1 只 有 分 量 jp) 按照 
4"7_ 3H 
ce eer?’ 


从 I, = 互 ， 可 以 求 得 伟 科 电流 的 值 。 柱 体 单位 长 度 的 磁 算 女 = raza 名 是 由 
”传导 电流 所 产生 的 ， 其 方向 避 柱 体 理 平行 , 并 且 等 于 
4 = 去 | jray = = 二 rdr。 
计算 积分 后 , 我 们 得 到 
2 _ 2 J1(ka) 
4m ka eCka) 
由 此 可 见 ， 柱 体 的 纵向 极 化 奉 只 有 例题 2 所 求 骨 的 横向 极 化 素 的 二 分 之 一 。 
4. 试 求 导体 球 内 磁场 窒 减 采 数 中 的 最 小 值 。 
解 . 球 导 体 的 (45. 10) 式 的 解 中 ， 包 含 不 同 对 称 性 的 贾 数 。 其 中 最 对 称 
性 的 解 是 由 任意 恒定 标量 所 定义 的 解 。 但 是 由 于 下 列 原 内 ， 它 不 可 能 存在 。 


因为 这 种 解 是 球 对 夭 的 :也 = 吾 (7), 而 且 由 于 方程 divH= 地 总 (+ 五)=0( 这 


以 一 一 





式 于 无 瀹 在 球 内 或 球 外 都 正确 因而 互 = 党 灼 。 但 是 , 这 夯 数 不 满足 在 球 中 
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心 上 为 有 限 的 条 件 。 z 

y 的 最 小 值 相应 于 由 任意 恒定 矢量 所 定义 的 解 之 一 。 显 然 ， 这 些 解 的 形 
式 与 例题 1 内 所 得 到 的 相同 , 所 不 同 的 只 是 ,在 HH? 场 内 ,必须 略 去 常数 项 ， 
因为 在 无 史 远 处 , 必须 下 = 0。 这 时 b 是 实数 量 ( 如 一 气 史 ) 而 矢量 名 为 任意 
的 恒定 矢量 。 当 + 一 wx 时 ， 从 边界 条 件 He = Ho， 我 们 得 到 二 个 方程 , 从 其 
中 消去 «和 8 后 ;得 到 sinka=0。 这 个 方程 不 为 零 的 最 小 根 是 如 一 m 于 是 
Y 的 最 小 值 为 


moe? 


YF 
4ca? 


8 46。， 趋 肤 效 应 

”我 们 现在 来 研究 导体 内 流 过 不 为 雳 的 总 交 变 电流 时 ， 电 流 密 
度 在 导体 截面 上 的 分 布 。 根 据 前 一 节 内 所 得 到 的 娃 果 ， 我 们 可 以 
预料 到 , 当 频 率 增加 时 , 电流 将 主要 集中 在 导体 表面 附近 。 这 种 现 
象 称 为 趋 肤 效应 。 

精确 地 求解 箔 肤 效应 问题， 一 般 设 亲 ， 不 但 依 囊 于 导体 的 形 
状 , 而 且 也 傅 惠 于 导体 内 电流 的 激发 方式 , 也 即 是 傅 顿 于 产生 感应 
电流 的 外 加 交 变 磁场 的 特性 。 但 是 一 种 重要 的 情况 是 假定 电流 的 
分 布 与 电流 的 激发 方式 无 关 。 这 就 是 导 弘 粗 度 小 于 其 长 诬 的 网 导 
线 内 的 电流 。 

计算 组 导 和 线 截 面 上 的 电流 分 布 ， 可 以 假定 移 导 和 线 为 直线 。 这 
时 电场 与 导线 轴 平 行 , 而 磁场 矢量 H 在 与 轴 垂 直 的 平面 内 。 
我 们 研究 轩 截 面 的 导线 。 这 种 情况 特别 简单 ， 因 为 导线 外 的 
场 形式 可 以 预先 知道 。 实 际 上 , 由 于 导体 表面 上 的 对 称 性 , EE= 常 
数 (在 任何 答 定 时 到 )。 但 是 在 这 种 边界 条 件 下 ,- 在 导 厂 外 的 空间 
内 ， 方 程 div 五 一 0, rot E==0 在 整个 空间 内 只 有 一 个 解 : 互 一 常 数 。 
根据 类 似 的 原因 , 导线 周转 的 磁场 , 将 和 流 过 的 恒定 电流 等 于 交 变 . 
电流 瞬时 值 时 的 导 黎 周 图 的 磁场 相同 。 
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在 导线 内 , 电场 满足 方程 : 


AE= 47o OE 


ci 32? 

这 个 方程 和 吾 的 方程 (45. 6) 相 同 [我 们 从 (45. 1) 和 (45. 4) 式 内 兴 
去 H， 即 可 得 到 这 个 方程 , 和 由 消去 E 得 到 方程 (45. 6) 一 样 ]。 在 
z 轴 为 导 嫉 轴 的 柱 面 坐 标 系 内 , 场 E 只 有 zz 分 量 , 而且 只 依赖 于 上 华 
标 >。 对 于 频率 为 w 的 周期 场 , 我 们 得 到 方程 : 


1419/(r22) pp=0, te 2 lts, (46. 1) 
r dr\ ar 


式 中 8 是 前 一 节 内 引 大 的 “ 透 入 深度 ”(45. 16)。 这 方程 的 解 在 7 一 
二 0 处 为 有 限 , 这 解 为 
刀 = 吾 :一 常数 :Jo(lr)e-t (46. 2) 
(Jo 是 具 塞 耳 英 数 )。 电 流 密 度 j =o 按 相同 的 定律 分 布 。 
按照 (45. 1) 式 , 从 电场 求 得 磁场 万。 二 五 为 


如 
ay 











(46. 3) 





了 H,= (rot E)s= — 

注意 到 硼 (w) 二 一 帮 (w), 我 们 得 到 
日 == 昌 so= 一 让 常数 ./ iJiCbr)e-'o: (46.4) 
其 中 的 常数 和 (46. 2) 内 的 相同 。 在 导体 表面 上 必须 万 一 ， 由 这 


一 条 件 可 以 很 容易 地 定 出 这 一 常数 , 式 中 a 是 导 克 的 衬 径 ， 而 了 为 
流 过 导线 的 总 电流 。 


在 频率 很 低 的 极限 情况 下 (<1)， 在 导 重 的 可 个 截面 上 , 可 
以 只 取 具 塞 耳 而 数 展开 式 的 头 几 项 : 
ss 

mt 


(46. 5) 
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刀 的 振幅 和 电流 密度 的 振幅 , 随 远 离 导 和 线 轴 上 “8) j 正比 
地 增加 。 
在 相反 的 高 频率 的 极限 情况 下 (对 六 1), 在 大 部 分 的 导 悉 蕉 面 
上 ,可 以 利用 范 知 的 渐 近 式 : 
J DD) fe (46. 6) 


这 个 式 子 当 只 塞 耳 面 数 的 宗 量 为 大 值 时 可 以 应 用 。 只 保留 变化 得 
最 快 的 指数 因子 , 我 们 得 到 


_a—r i (Sot ) 
二 常数 .-e 5e 5 





(46. 7) 








豆 , 一 常数 .CE 十 DW/ Bo os er (a —wt ) 


这 些 式 子 当然 与 (45. 15) 一 (45. 17) 式 相同 , 在 强 趋 肤 效应 时 , 对 任 
. 何 形状 的 导体 表面 都 能 应 用 。 ” 四 
在 导线 截面 不 为 图 截面 的 普 逼 情况 下 ， 精 确 计 算 趋 肤 效应 是 
一 个 非常 复杂 的 问题 ， 因 为 这 时 需要 同时 求 出 导线 内 和 导线 外 的 
场 。 只 有 在 强 趋 肤 效应 的 极限 情况 下 , 问题 才 又 得 到 简化 , 因为 这 
时 导线 外 的 场 可 以 定义 为 相同 形状 的 超导体 外 的 静态 场 (8 45)。 
还 应 蔷 注 意 到 , 在 强 趋 肤 效应 的 情况 下 ,导体 内 的 电流 分 布 ， 
不 但 在 组 导线 内 ， 耐 且 在 任何 粗 度 的 导体 内 ， 都 完全 是 单 值 的 (不 
依赖 电流 的 激发 方式 )。 这 从 $ 42 到 所 指出 的 超导体 图 环 内 面 电 
. 流 分 布 的 单 值 性 , 可 以 得 知 。 





$ 47。 复 数 电 阻 
只 要 交 变 电流 的 频 素 很 低 ， 线性 通路 内 电流 强度 的 用 时 值 ]() 
就 可 由 同一 时 剂 的 电动 势 的 值 8Ct) 求 出 : 
8(t) = RI(t), . (47. 1) 
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式 中 了 是 导线 对 恒定 电流 的 电阻 。 le -oo 

但 是 ,在 任意 的 频率 下 , 我 们 没有 任何 理由 期 望 在 同一 时 刻 的 
8 值 和 民 值 之 间 存 在 线性 关系 。 我 们 只 能 断 慎 , 在 以 前 任何 时 记 
内 ，J(t 值 必须 为 8( 切 值 的 线性 夯 数 。 这 种 线性 关系 可 用 符号 表 
示 为 J 二 名 2 8, 或 者 写成 道 关系 式 : 
| 8= 也 1 ， (47. 2) 

式 中 作为 某 一 线性 算 符 @。 如 果 将 画 数 8C1) 和 J(t) 展 开 为 会 里 时 
级 数 ， 则 对 于 其 中 每 一 “音色” 分 量 ( 与 时 间 的 关系 由 因子 ez 表 
示 ), 由 于 算 符 乡 是 黎 性 的 ， 因 而 由 算 符 多 作用 的 娃 果 归 竺 为 乘 上 
菜 一 个 量 2 它 与 频率 值 的 关系 为 

8= Z(w). (47. 3) 
画 数 (wm) 一 般 襄 来 是 复数 ， 称 为 导体 的 复数 电阻 或 阻抗 。 

由 比较 (47. 3) 与 (47. 1) 式 明显 看 出 ， 通 常 的 电阻 忆 为 醒 数 
Gaw) 展 开 为 中 的 者 级 数 内 的 雳 次 项 。 要 求 出 其 次 的 一 项 , 除了 考 
虑 到 五 外 , 还 必须 考虑 到 导体 的 自 威 DB。 

我 们 来 研究 接 有 交 变 电动 势 8(1) 的 篇 性 过 路 。 按 照 电动 势 
”的 定义 ，1 秒 内 电场 对 导体 内 的 运动 电荷 所 作 的 功 为 町 。 这 功 一 
部 分 转变 为 焦耳 热 ， 一 部 分 消耗 于 改变 电流 的 磁 能 。 按 照 及 和 工 
的 定义 ,1 秒 内 导线 内 放出 的 焦耳 热 为 及 而 电流 的 磁 能 为 节 5。 
因此 , 能 量 守恒 定义 可 表示 为 

et 
或 





Q@ 我 们 在 这 里 不 评 彻 地 讨论 这 算 符 的 普 台 性 质 , 因为 它们 和 将 在 $$58 和 62 内 
群 组 对 座 的 E 的 算 符 的 性 质 完全 相似 。 
四 在 这 里 和 以 后 ,我 们 把 RR 和 工 理 解 为 对 恒定 电流 而 首 的 量 。 
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8 一 RTJ 二 工 误工 多 . (47. 全 


为 了 运用 二 项 式 (8j, 六， 必须 把 8 和 J 写成 实 画 数 形式 。 但 
是 , 在 导出 了 和 线性 方程 (47. 4) 以 后 , 我 们 可 以 取 复 数 形 式 的 单 色 分 
量 :8 一 8oe ”JJ 一 Je 上。 于 是 (47. 4) 式 变 成 代数 关系 式 : 


一 人 ( 己 -二 ol )), 


二 民 R 一 三 oL (47. 5) 


由 此 得 


在 关系 式 J 一 亡 中 取出 实数 部 分 , 我 们 得 到 





| 6 wL 
J(t) er”™ (ot—9), tgp= RB (47. 6) 


由 这 个 公式 可 以 求 出 电流 的 振幅 和 电流 与 电动 势 问 的 相差 。 

， ”.《47. 5) 式 的 实数 部 分 和 决定 电路 内 能 量 耗 散 的 电阻 请 相同 。. 
容易 看 出 , 在 G(ow) 为 任意 关系 的 普 逼 情况 下 , 在 Reg 和 能 量 耗 散 
之 问 存 在 类 似 的 关系 (保持 电流 强度 不 变 )。 

” 将 链 路 内 冯 持 周期 电流 所 消耗 的 功率 8J 对 时 间 求 平均 值 , 我 

们 就 得 到 不 断 地 补偿 耗 散 损失 的 那 部 分 功率 。 于 是 ， 迎 路 中 1 秒 

内 的 能 量 耗 散 @ 为 


一 Ret8J*), 


式 中 8&8 和 JJj 表示 为 复数 形式 (比较 262 页 上 的 底 注 )。 将 6 二 ZJ 代 
人, 并 分 别 将 2 的 实数 部 分 和 上 感 数 部 分 表示 为 2Z' 和 2"'@: 
ZF=2'+iF", | (47. 7) 


@ 有 了 时 称 它们 为 有 效 电阻 和 电抗 。 
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”我 们 得 到 
Q=52171 
或 者 利用 实 画 数 J(2)， 
Q=Z' (6)T, (47. 8) 
”由 这 个 式 子 可 得 到 所 求 的 关系 式 。 
应 该 注意 , 猎 然 @ 为 实在 正 值 , 因而 2' 也 总 是 正 的 : 
2Z'>0. (47. 9) 


我 们 来 计算 任意 频率 0? 时 图 截面 导线 的 2Z(w%), 也 即 是 这 时 不 
略 去 趋 肤 效 应 。 为 此 ， 我 们 再 利用 写成 另 一 种 形式 的 能 量 守 恒定 
律 。 

把 功率 8J(8 和 J 是 实数 式 ) 分 为 两 项 ， 其 中 一 项 表示 导线 外 
的 磁场 能 的 变化 , 而 另 一 项 表示 导线 内 所 消耗 的 总 能 量 (包括 场 能 
变化 以 及 热量 放出 所 消耗 的 能 量 )。 第 二 部 分 可 以 计算 为 1 秒 夫 
通过 导体 均 面 流 人 导体 内 的 总 能 量 流 。 由 此 可 见 , 我们 得 到 


LS\ cEHo ， Lo jd 1 
J8 一 区 ( 雪 洒 ) 十 2 2rol 一 -5 J .3 十 二 ca 


式 中 是 导线 自 威 的 外 部 分 , 和 五 是 导 嫉 表面 的 电场 强度 和 磁 
场 强度 ， 4 为 导 黎 的 全 径 ， 1 为 长 度 。 磁 场 肪 与 电流 J 的 关 示 为 


互 一 2。 因此, 用, 除 上 面 的 等 式 , 我 们 得 到 








aJ 
oat 


这 个 方程 是 不 性 三 名， 因此 , 可 以 化 为 复数 形式 。 于 是 
二 7 -s+ Bl, 


二 Le 针 十 玖 1 


由 此 得 


@ 但 是 ,当然 满足 准 静 态 的 条 件 。 
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2= 一 多 [+ 字 = 一 入 [。 + (47. 10) 


在 任意 类 率 时 , 必 必须 代入 (46. 2) 和 (46. 4 式 肉 的 用 入, 于 是 
得 





LO ak .Jar) 
Z=— b+ RS 2 Pa) (47. 11) 
(R= = ): 在 弱 趋 肤 效 应 的 情况 下 , 我 们 利用 展开 式 (46. 5), 计 


算 精 确 到 ( 全 次 的 项 ， 并 取出 实数 部 分 ， 我 们 得 到 
8 


_ 1/e 1 /roowoa\? 
= 有 1+ 直 (人 |- Bl ) | (47. 11a) 


相反 地 ,在 强 趋 肤 效应 的 情况 下 , 由 (46. 7) 式 , 我 们 得 到 


各 Bas = EY 











Zr 一 -| Lot ein Te (47. 12) 
从 (47.11a) 式 看 出 , 当 
(和 ) <192 


时 , 可 以 假定 2Z'=R, 同 时 
ZZ" 0 a 
| 多 a 
[ 呈 从 (33. 1) 式 得 出 ]。 ny epee 设 在 某 频 
率 区 域 中 可 以 利用 (47. 5) 式 而 不 必 略 去 其 中 的 自 感 , 则 这 区 域 , 全 





燥 于 比值 二 ， 而 且 是 比较 狭窄 的 。 


但 是 实际 上 ， 最 重要 的 情况 是 电路 内 自 威 的 主要 负载 者 为 楼 
和 信 电 路 内 的 线圈 ， 这 和 线圈 的 自 感 比 拉 长 导线 的 自 感 大 得 多 (参半 
§ 33)。 在 这 种 电路 内 , 可 以 应 用 (47.5) 式 [也 即 是 (47. 4) 式 ， 其 中 
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忆 和 厂 为 常数 ] 的 频率 区 域 是 相当 宽 的 。 

我 们 设 外 加 交 变 磁场 王 ,。 可 以 用 任何 方式 产生 ， 来 研究 这 磁 
场 内 的 迎 路 。 我 们 用 E。 表示 导体 不 存在 时 由 交 变 磁场 H。 所存 
生 的 电场 。 和 He。 相同 , 在 组 导线 的 粗 度 范围 内 , E。 的 变化 也 很 小 
(这 与 导线 内 流 过 的 电流 的 场 相反 )。 因 此 , 可 以 研究 E。 沿 电 访 进 
路 的 循环 ， 而 不 必 表 示 出 这 到 路 通过 导线 内 的 精确 位 置 。 这 种 循 
环 量 即 是 外 加 交 变 磁场 在 洒 路 内 所 威 生 的 电动 势 6。 按照 麦克 其 
韦 方程 的 积分 形式 , 我 们 有 


二 PE, dl= -去 这 | df 一 一 芋 1 dp (47. 13) 





at 
式 中 中。 是 通过 所 研究 过 路 的 外 场 的 磁 通 量 。 把 这 表达 式 代 人 方 
程 (47. 4), 我 们 得 到 


a __1 Cd。 
RJ+ 让 上旬 a (47. 14) 


如 果 把 含有 自 感 的 项 移 到 等 式 右 侧 , 则 这 方程 可 以 写 为 





re 
一 


ce dt c2 dt C di’ 
式 中 中 一 bet EL, 是 外 加 磁场 和 电流 的 磁场 的 总 磁 通 量 。 这 种 


形式 的 方程 表示 全 电路 的 欧姆 定律 ， 也 中 是 表示 在 电路 内 等 
于 总 电动 势 。 

表示 欧姆 定律 的 (47. 14) 式 的 表述 形式 ， 也 可 以 推广 到 电路 形 
状 随 时 册 而 变化 的 情况 。 这 时 自 万 工 为 时 间 的 画 数 , 而 (47. 14) 式 
变 为 





1 a 1 dd。 K 
从 能 量 守 恒定 律 推导 这 个 式 子 时 ， 还 必须 考虑 到 导体 发 生 形 变 时 


扬 演 耗 的 功 。 
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媒 果 有 才 sF 个 互 根 千 近 的 授 路 ， 其 中 的 电流 为 几 ， 则 对 每 一 
过 路 而 刘 , (47. 14) 式 中 的 四, 为 其 余 各 浊 路 (以 及 外 磁场 ， 如 果 存 - 
在 的 话 ) 所 产生 的 磁 通 量 之 和 。 由 电流 所 产生 的 通过 电流 为 J 


的 地 路 的 磁 通 量 为 Fesse, 式 中 Las 是 两 过 路 的 互感 系数 。 因 此 ， 
我 们 得 到 好 路 内 交 变 电流 的 方程 粗 为 


ReJa pe a (47. 16) 


对 5 的 求 和 包含 自 威 项 (5 二 0), 而 8。 为 在 电流 系 弥 外 的 场 源 在 第 
a 个 末路 内 所 产生 的 电动 势 。 

对 周期 电流 (音色 电流 ) 而 嘻 ， 微分 方程 组 (47 16) 变 为 代数 广 
. 程 粗 : 


SZ0]s = 8。， (47. 17) 
b | 


式 中 量 


Go bao Ra— Lae, (47. 18) 


构成 “阻抗 智障 ” 和 (47.5) 式 类 似 ，(47. 18) 式 代表 画 数 Zas(w) 
“展开 为 频率 的 赛 航 数 的 头 两 项 。 

应 蔽 注意 到 , 在 达 种 近似 下 , 不 存在 下 路 对 阻抗 的 实数 部 分 的 
相互 影响 。 这 种 影响 的 产生 是 由 于 一 导体 内 的 交 变 电流 的 磁场 在 
” 另 一 导体 内 产生 傅 科 电流 ， 因 而 引起 附加 的 能 量 耗 散 。 对 线性 导 
体 ,这 种 效应 可 忽略 不 计 。 但 是 在 线 导 体 附近 存在 大 导体 时 ,这 种 
效应 就 能 察觉 出 来 。 

末了 ,我们 来 研究 一 个 问题 , 即 本 节 所 得 到 的 线性 过 路 内 交 变 
电 旋 的 方程 和 任意 导体 内 交 变 磁场 的 普 滨 方程 的 联系 如 何 。 我 们 
从 最 简单 的 例子 来 研究 这 种 联系 , 即 研究 上 一 0 时 移 去 了 通路 内 的 


恒定 电动 势 go 所 产生 的 电流 。 从 (47. 4) 式 , 我 们 有 人 ®、 
: ee &o 
J=B 当 0 


(47. 19) 





J 7 当 :>0. | 
我 们 看 出 ， 在 电动 势 移 去 以 后 ， 电 瀛 捷 指 数 定律 随时 间 而 误 


y=<2£ (47. 20) 


从 精确 表述 问题 的 观点 看 来 ， 这 个 y 值 是 由 解 输 定 导体 的 精 
确 方程 (45. 10) 所 得 到 的 yw 值 中 的 最 小 值 。 在 辜 性 导体 的 yn 值 
中 , 有 一 个 最 小 值 ， 其 数量 级 比 其 余 的 值 小 (七 ) 僻 ; 这 也 就 是 
(47. 20) 的 值 。 : 

§ 48. 准 稳定 态 电 流 电路 内 的 电容 

交 变 电流 和 恒定 电流 不 同 , 不 但 可 以 在 于 合 电路 内 流 过 , 也 可 
以 在 开 电 路 内 流 过 。 我 们 来 研究 硬性 角 路 ， 这 电路 的 两 端 和 电容 
器 的 两 板 连接 (两 板 问 的 距 高 很 小 )。 通 路 内 有 交 变 电流 流 过 时 ， 
电容 器 的 两 板 将 周期 性 地 充电 和 放电 ， 同 时 起 着 开 电 路 内 电流 的 
“上 发源 点 ”和 “汇合 点 ”的 作用 。 

ele le ad 因而 和 前 面 一 样 ,可 以 令 电 流 


一 短 导 黎 联 接 电 容器 的 两 板 所 得 到 的 





@ ”严格 妥 来 ， 这 些 公式 当 上 很 小 时 不 能 应 用 ， 由 于 这 时 在 面 数 的 健 立 哇 展 开 式 
内 , 高 频率 项 也 很 重要 , 因而 不 能 利用 (和 .4) 式 。 但 是 在 很 得 的 时 间 问 隔 内 , 电流 .来 
不 及 显著 改变 , 因而 由 (47. 19) 式 可 以 相当 精确 地 求 出 乌 后 时 测 的 电流 值 。 
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闭合 电 路 内 的 自 感 。 但 是 应 用 能 量 和 守恒 定律 时 ,除了 考虑 磁 能 外 ， 
还 必须 考虑 电容 器 内 的 电场 能 。 后 者 等 于 各 ,其中 0 为 电容 器 的 





电容 ， 而 土 e(1) 是 电容 器 两 板 上 的 电 冰 。 和 推导 (47. 4) 式 一 样 ， 
我 们 得 到 2 


z ALP de wp lr ede 
TT a on eh a 


但 是 电流 强度 J 等 于 一 板 上 电荷 的 减少 率 或 另 一 板 上 电荷 的 增加 
雁 : 全 

人 = 
用 J 只 一方 和 的 并 将 其 中 的 了 用 表示 ， 我 们 得 到 


de 
Qt2 dt CI 


Pe 

. 如 果 6 是 频率 为 号 的 时 间 的 周期 画 数 ， 则 方程 (48. 1) 变 成 6 
与 电荷 间 的 代数 关系 式 , 或 者 是 8 与 电流 J 二 一 iwe 间 的 代数 关 
系 式 。 因 此 我 们 有 JZG 一 8 0 由 下 式 决 定 : 


人 全 


乡 一 开 一 iL 2 -二 ) 、(48. 2) 
从 关系 式 J 一 今 内 取出 实数 部 分 , 我 们 得 到 


J(1) en (48. 3) 
a 


wL | 
pn z 
由 这 个 式 子 可 求 出 有 外 加 电动 势 8 一 locosot 的 电路 内 的 电流 


@ 在 这 一 着 内 了 略 去 了 趋 肤 故 应 。 


el (48. 1) . 


二 
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强度 。 
如 果 8&=0， 则 电路 内 的 电流 代 pe 这 种 振 沙 
的 频率 (复数 形式 ) 由 条 件 Z 一 0 得 出 , 由 此 得 
.Re2 ee 


es he 
人 ), 或 者 得 到 炳 粹 的 非 周期 性 的 衰 碱 放电 。 在 R»0 的 极限 情况 
下 ,我们 得 到 非 雪 减 振 , 振 荔 频率 由 热 知 的 渴 姆 导 公 式 得 出: 


On 7 
(48. 1) 式 可 以 直 直接 推广 到 带 有 电容 器 的 有 几 个 电感 看 合 的 迎 - 


路 的 系统 上 。 第 4 个 旬 路 内 的 电流 ,7 与 相应 的 电容 器 两 板 上 的 
电荷 土 eq 的 关系 为 








= 党 
代替 (48. 1) 式 ， 我 们 得 到 方程 租 : 
三 和 二 Race + (48.5) . 


对 于 周期 ( 单 色 ) 电 流 ， 
> lo boy. 人 (48. 6) 


i 


+ Vas = das 








2 2 Lao. (48. 7) 
4 1 | » 


电流 系统 的 本 征 频率 由 8。 一 0 时 方程 (48. 6) 的 联 立 条 件 得 出 ， 也 
即 是 由 下 列 行列 式 等 于 需 的 条 件 得 出 : | 
1261 =0. (48. 8) 
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如 果 电 蛆 玉 不 为 雳 , 则 全部 “频率 ”有 虚数 部 分 , 也 即 是 电 振荡 是 奏 
减 的 。 
我 们 注意 到 ,方程 (48. 外 在 形式 上 与 有 几 个 自由 度 并 作 着 小 衰 
减 振 落 的 系统 的 力学 运动 方程 相同 。 这 时 起 广义 坐标 作用 的 是 电 
荷 ec 起 广义 速度 作用 的 是 电流 Js 二 eo。 系统 的 “ 拉 格 朗 日 画 数 ” 
> 
= > a 


a ei 
而 84 相应 于 使 系统 发 生 受 迫 振 议 的 外 力 。R。 包含 在 “ 耗 散 画 数 ” 
办: 





(48. 9) 


R= SR. (48. 10) 


-一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 1 48. 11 
dt dés 9eov De ( ) 


例 ”是 
1. 试 求 含 有 自 感 Li 和 并。 以 及 电容 Ci 和 C2 的 两 个 电感 看 合 肖 路 内 电 
振荡 的 本 征 频 率 ; 我 个 略 去 电阻 RE, 和 RR 不计。 


解 ， 所 求 的 频率 从 下 列 条 件 得 出 : 
|j Zap | =Z11222— 2 =0, 


. 式 中 
ff i f/f» 1 
Qi 一 一 号 7 一 2) Qaz 一 一 4 Sa 一- 二) 
; | 
Zi = — ciL12. 
由 计算 给 出 : 


2 cz 了 2 101 十 La02 王 [CL1O1 ~— L202)? + 40102 3 ta] 
“D2 SGC:0aC EDLso— Li2) | 


中 
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两 个 频率 都 是 缠 实 数 , 这 是 略 去 电阻 Bt 和 Bz 的 精 果 。 当 Liz 一 0 时 ;, 频 本 wl 
和 赵 近 于 5 和 EG 这 相应 于 两 个 通路 分 开 报 浅 。 


2. 与 上 题 相 同 ， 但 电路 出 电阻 五 .电容 OC 各 自 感 工 并 联 而 成 。 
0 
Zi1= BR, Zz= 
分 路 内 的 电流 的 关系 式 为 
Jit+J2+Js=0, 
QT = Zo 2 = Zs. 


Ea 


| bw 
Za rs zib 


一 


贝 此 得 到 方程 


1 证 
序 4 遍 + 页 = 


这 个 方程 的 解 欠 虹 


所 光 i LO 一 
3., 卫 矿 史 由 无 限 个 相同 网 孔 依 交 让 联 而 成 的 电路 内 电 拓 小 的 传播 网 筷 


” 移 阻 抗 为 | 


2 一 六 全 Za 一 六 
电路 如 图 26 所 示 。 就 求 电路 内 电 振 洲 无 奏 姑 地 传播 的 频 本 区域。 





图 中 , 
解 ， 我们 定义 电流 te 为 每 一 网 孔 内 的 如 路 电流 (图 25)。 第 a 沽 路 的 克 


_@®@” 准 稳定 态 理论 应 用 于 这 种 周期 电路 的 条 件 是 每 一 网 孔 的 矿 度 小 于“ 波长” 


c 
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希 霍 夫 方 程 为 
Bu 十 和 cz(27u 一 ?ui 一 1u41) 一 0. 
这 是 常 系数 的 线性 差分 方 穆 〈 对 整数 变数 “而 霄 )。 于 是 求 得 它 的 解 的 形式 





为 
ia 一 常数 9“ 
对 于 参量 9q, 我 们 得 到 特性 方 往 为 
Z 
-(2+21)at+1=0. (1) 
设 可 
Zi1 
-0, 
这 相应 于 过 的 值 在 是 
c2 4/0;,+1/Cs 
亏本 和 2 a7 Fi 


之 间 。 因 此 方程 (1) 有 两 个 复数 共 琵 根 ， 其 模 量 为 |1g91 =1。 这 表明 从 电路 的 

一 个 网 妃 转 到 下 一 个 网 孔 时 ， 电 流 的 振幅 不 圳 成 ， 也 好 是 电 振 荡 在 电路 内 无 

玫 减 地 传播 。 在 这 种 情况 下 ， 如 果 我 们 会 gq=ei*1(1 是 电路 内 一 网 孔 的 长 

度 ), 则 为 电路 办 和信 播 的 电 振 落 的 “ 波 夭 量 ”"。 按 照管 通 法 上 基 , 算是 仿 播 速度 
2 为 导数 : 

dk” 


如 果 。 在 所 指出 的 范围 外 , 划 方程 (1) 有 两 个 实 根 ; qi 和 qz; 因为 glgz= 
= 二 因而 其 中 一 根 ( 设 为 92) 的 稳 对 值 小 于 1, 而 另 一 根 ( 设 为 g) 大 于 1。 容 
易 看 出， 这 表明 电路 内 的 电 振荡 不 可 能 无 窒 减 地 传播 。 为 了 查 明 其 中 的 原 
因 ， 我 们 来 研究 一 很 大 而 有 限 长 的 电路 。 在 电路 的 起 端 注 入 初始 振荡 脉冲 ， 
而 将 电路 的 另 -一 端 用 某 种 方式 阴 合 起 来 。 在 数学 上 描写 电路 一 端的 闭 合 性 
是 利用 某 种 边界 条 件 , 由 这 种 边界 条 件 , 在 通 解 


tsa= C14d1 一 《ca 有 一 <) 十 czG92 一 (cz 4) 
(ax 为 电路 一 端的 “坐标 2) 内 ， 可 以 求 轴 条 数 的 比值 2 当 通 解 取 上 图 的 形式 


这 上 比值 的 数量 航 为 1。 但 是 这 时 随 匡 (& 一) 的 增加 , 第 二 项 (其 中 |gz| 一 
一 蕊 很 快 地 变 得 比 第 一 项 小 这 样 一 来 , 差不多 在 全 电路 内 ,除了 总 点 附近 的 
小 段 外 , 解 的 形式 都 为 ba = C191 “ap™o), 其 中 (is) 从 电路 起 端 向 末端 而 减 小 。 


w= 
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应 该 著 重 指出 , 这 种 妻 减 不 具有 耗 散 吸收 的 特征 (由 于 电路 内 无 电阻 , 示 ， 
存在 产生 它 的 原因 ); 可 以 把 它 形象 地 捕 写 为 振 落 脉冲 从 电路 下 一 网 孔 反 射 
的 结果 。 


8 49. 导体 在 磁场 内 的 运动 


在 前 一 节 的 叙述 中 ,暗中 假定 了 导体 在 电磁 场 内 是 静止 的 (对 
参考 系 及 而 车 , E, H 等 即 是 在 这 参考 系 内 定义 的 )。 特 别 是， 电流 
与 电场 之 问 的 关系 j 一 oE, 一 般 说 来 , 只 适用 于 静止 的 导体 。 

为 了 求 出 运动 导体 内 电流 和 电场 的 关系 式 , 我 们 从 参考 系 天 
变换 到 另 一 参考 系 K', 其 中 导体 (或 者 它 的 某 一 部 分 ) 在 所 考虑 的 
时 麟 是 静止 的 。 在 这 参考 系 内 , 我 们 有 j 一 oE'， 其 中 E' 是 及 ' 内 
的 电场 强度 。 但 是 按照 熟知 的 场 变换 公式 ,EE 用 玉 系 内 的 场 表 示 
为 上 

E'= E 二 二 [vB]， (49. 1) 


ee K' 相对 于 参考 系 玉 的 速度 ， 也 即 在 现在 的 情况 
下 ， 作风 放生 人 全 作 生 已 它 小 于 光速 )。 这 样 一 来 ， 我 们 
得 到 | | | 

ji 人 E-+ 二 [vB]) (49. 2) 


这 也 就 是 确定 运动 导体 内 的 电流 与 电场 的 关系 的 公式 。 对 于 它 的 
推导 还 必须 作 如 下 的 说 明 。 从 一 参考 系 变换 到 另 一 参考 系 时 ， 我 
们 只 是 变换 了 场 , 而 电流 1 则 保持 不 变 。 当 vc 时 ， 电 流 密度 的 
变换 可 能 导 至 出 现 高 次 小 的 附加 项 。 但 在 (49. 2) 式 内 ， 由 场 变换 


”产生 的 第 二 项 ,一 人 项 , 虽然 它 包含 有 因子 卫 。 例 


. @@” 参 末 “ 场 论 " 第 二 版 ， $ 23。 和 的 玫 均值 
=E,h=B 来 代 埠 。. 人 


284 第 七 章 “”. 难 静态 电 黎 场 
如 ， 如果 电场 是 由 交 变 做 场 的 电 夏 威 应 而 产生 的 ， 则 它 的 数量 级 
磁场 比较 ， 将 多 包含 一 个 因子 Ee 


当 导 体内 有 给 定 的 电流 流 过 时 ， 导体 内 的 能 量 耗 散 当然 可 以 
与 导体 的 运动 无 关 。 因 此 ， 运 动 导体 单位 时 间 内 所 放出 的 焦耳 热 


的 窗 度 , 用 电流 密度 来 类 示 的 式 子 分 , 和 静止 导体 的 相同 。 但 代 赫 
乘积 jE, 我 们 现在 得 到 
万- ( E+ 二 [vB] ) 
由 此 可 见 , 在 运动 导体 闪 ， 下 十 十 [vB] 之 和 为 产生 传导 电流 
的 “有 教 "电场 强 庆 因此 , 在 天 合 禾 电路 0 内 所 作用 的 电动 势 由 下 


列 积分 痊 出 : 


可 P( E+ [ve] Ja (49. 8) 


接 下 列 方式 变换 上 式 。 根据 麦克 斯 韦 方程 : rot 卫 = 一 二 -3 ， 我 
们 有 





ES pe 
中 Edl = | rotEd 一 一 多 |Ba5 
Oo 1 S 


或 者 我 们 用 中 表示 通过 由 电流 过 路 C 所 围 成 的 8 表面 的 磁 通 量 ， 
则 


@ 从 这 公式 看 出 , 当 导体 在 磁 昌 内 运动 时 , 导 依 在 3t 时 间 内 所 放出 的 附加 热 为 
st [itvBlar = -二 [uriBlar, 
式 中 =v3t, 为 5 时 间 内 的 位 移 。 这 量 与 同一 时 间 内 由 体积 力 了 = 小 [jB] 对 导体 
所 作 的 功 大 小 相等 , 而 正 负 号 相反 , 由 此 可 以 解释 198 页 上 所 指出 的 夫 面 矛 后。 


全 
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E(t 太 
o\3s ).. 


下 角 标 为 v=0 的 时 间 导 数 ， 去 示 旭 路 0 的 位 置 不 变 时 由 磁场 的 变 
化 所 引起 的 磁 通 量变 化 。 


”在 第 二 项 内 , 我 们 写 出 v=- 什 ， 共 中 du 为 负 路 元 的 无 穷 小 
位 移 。 于 是 


fivelal -| i a 
oO 





‘at CE ” 


式 中 性 = [du.di] 为 电流 通路 在 时 刻 
ti 与 时 刻 十 dt 时 所 占据 的 两 无 限 人 
近 位 置 C 和 0' 之 问 的 “和 而? 面 8S 上 的 . 
面积 元 (图 26)。 因 为 通过 任何 于 合 面 
的 总 磁 通 量 等 于 零 , 因而 十 分 显然 , 通 
过 “ 侧 * 面 的 磁 通 量 , 等 于 通过 C 和 0 
所 图 成 的 表面 的 磁 通 量 之 差 。 由 此 可 见 ， 


Ddp 
[vB1dL = 绊 ) 





式 中 对 时 间 的 导数 表示 磁场 不 变 时 由 导体 移动 所 引起 的 磁 通 量 
变化 。 \ 
把 这 两 项 相 加 , 最 后 得 到 


1dp 
6=—C— pp (49. 4). 


武 中 对 时 间 的 导数 现在 表示 通过 运动 通路 的 磁 通 量 的 总 变化 。 由 
此 可 见 , 由 (49. 4) 式 所 表示 的 法 拉 第 定律 , 对 任何 原因 引起 的 磁 通 
量变 化 都 是 适用 的 一 一 无 静 是 由 磁场 本 身 的 变化 引起 的 【这 已 在 
$ 47 内 时 葵 过 ， 公 式 (47 13)]， 或 由 导体 的 运动 所 引起 的 ， 都 是 
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一 样 。、 本 访 .. 
在 恒定 磁场 内 ， 磁 通 量 的 变化 只 由 迎 路 的 移动 所 引起 。 如 时 
涟 路 运动 时 短路 上 的 各 点 都 与 磁力 厂 平 行 移动 ， 永 远 不 与 磁力 嫉 
相交 ， 划 通过 过 路 的 磁 通 量 也 不 会 改变 。 这 种 情况 显然 是 下 列 事 
实 的 必然 烙 果 : 通过 任何 闭合 面 的 磁 通 量 为 雳 , 而 通过 由 运动 旬 路 
ee dead 

=0)。 这 样 一 来 , 可 以 设 , 要 产生 感应 电动 势 , 在 任何 情况 下 , 导 
et lana 

在 运动 导体 内 的 电 秦 声 由 下 列 方程 租 定 由 


-19B 
rot E= a 


rotH= i= 人 To( E+ [vB] )， 
Cc C Cc 
.divB=0. 


aB 0 so 
3 —rotLvB]= A 全 (at (49. 5) 


在 电导 率 o 和 磁化 率 ) i i 我 们 有 


oH : 





(49 6) 


这 些 方程 推广 了 8 45 内 得 到 的 烙 果 。 

但 是 , 应 该 指出 , 如 果 只 有 一 个 导体 完整 地 ( 即 没有 形变 ) 在 外 
磁场 内 运动 , 则 采用 与 导体 牢 轩 巡 精 的 坐标 系 , 可 使 轩 题 的 解答 大 
为 简化 。 在 这 种 坐标 系 内 , 导体 是 静止 的 , 而 外 磁场 随时 间 的 变化 
按照 给 定 的 定律 ， 于 是 我 们 又 回 到 了 8$ 45 闪 所 研究 的 傅 科 电流 类 
型 的 问题 。. 但 是 这 种 变换 的 可 能 性 并 不 是 由 于 伽利略 (或 爱 因 斯 
坦 ) 的 相对 性 原理 , 因为 一 般 说 来 ， 新 坐标 系 不 是 惯性 系 。 这 两 个 
问题 的 等 效 性 是 由 于 上 面 所 指出 的 电磁 感应 与 引起 磁 通 量变 化 的 


、 


、 标 条 内 , 导线 转动 的 角速度 为 0( 而 磁体 


原因 无 关 的 粘 果 。 用 纯粹 的 数学 方法 可 以 证 明 这 一 点 。 为 此 ， 我 


们 展开 表达 式 rot[vB]， 并 考虑 到 divB= 0 和 导体 整个 地 运动 时 
div v=0( 这 等 式 表示 导 体 的 “不 可 压 得 性 "7)。 于 是 (49. 5) 式 的 右 


边 变 为 


名 + (vv) 了 一 (Bv)v。 (49. 7) 


但 是 这 总 和 不 是 别 的 , 力 是 B 对 时 阅 的 导数 ， 它 给 出 B 相对 
于 转动 导体 的 变化 。 实 际 上 , 头 两 项 之 和 为 对 时 间 的 “实在 ”导数 


个 ,这 导数 输出 以 速度 v 运动 的 点 处 的 B 的 变化 。 第 三 项 为 B 相 


对 于 导体 的 取向 的 变化 : 在 导体 作 纯 粹 的 平 动 时 (v= 常数 )， 它 等 
于 适当 导体 转动 时 (v 一 [Qr], 共 中 0 为 角速度 ), 它 等 于 [QB]。 
末了 ,我 们 来 研究 磁化 导体 转动 时 所 发 生 的 奇异 现象 , 称 为 音 
极 威 应 现象 。 它 的 实质 是 ， 如 果 利 用 两 滑动 接头 (图 27 上 的 4 和 
)， 将 一 静止 导线 接 到 转动 的 磁体 上 ， 
则 在 导线 内 就 会 有 电流 流 过 。 计 算 产 生 - 
这 种 电流 的 电动 势 并 不 困难 ,为 此 ,我 们 
首先 变换 到 与 磁体 一 道 转动 的 坐标 系 。 
如 果 Q 是 磁体 转动 的 角速度 ， 则 在 新 坐 





静止 )。 这 样 一 来 ， 我 们 得 到 : 导体 在 由 本 : 
静止 磁体 所 产生 的 给 定 恒 定 磁场 证 内 运 . ”图 27 


. 动 ; 导体 本 身 所 引起 的 场 畸 变 , 我 们 略 去 不 计 。 按 照 (49. 3) 式 ， 在 
“导线 两 端 癌 作用 的 电动 势 由 下 列 积分 给 出 : 。 


8— 志 | [vBlal = | [Birn]]lal, . (49.8) 


AOB AOCB 


“并 对 导 稳 长 度 进 行 积分 。 由 这 个 公式 就 可 以 求 出 所 提 癌 题 的 解 。 
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俩 题 
二 南 求 在 均匀 恒定 磁场 内 匀速 转动 的 导电 球 的 磁 矩 (上 一 1); 并 求 内 作用 
在 球 上 的 力矩 。 
解 。 设 在 静止 坐标 条 内 (z 轴 沿 角速度 矢量 9 的 方向 )， 外 磁场 的 分 量 为 
名。 0， 久 z。 在 与 球 一 起 炉 动 的 坐标 条 17，2 内 , 磁场 分 量 为 
:= Brest, ,= — ey sin Ot, 名， 
或 者 写成 复数 形式 
B= Bre 0, O11= — idoe nt, Oe. 
由 此 可 见 ， 在 轴 和 ” 轴 上 作用 着 频率 为 Q 的 交 变 易 , 这 交 变 场所 感 生 
的 似 短 为 , 
ME =VRelu®:} = FS 名 :acosGt 二 asinct)， 
Hs=VRe{a®,) = VR —w sinQt ia cos2t), 
式 中 Va 是 $45 例题 1 所 求 得 的 球 的 复数 磁极 化 率 。 在 埋 方 向， 磁场 保持 
不 变 , 因而 不 产生 花 矩 (ke= 1)。 磁 矩 相 对 于 表 上 秒 坐 标 柔 的 分 量 为 
ao 一 To 各- Hy= Vad Hz= 0. 
由 此 可 网, 在 本 是 内 ，a' 和 a” 分 别 输 出 导 电 球 的 平行 了 于 和 季 直 于 矢量 0， 多 
平面 的 磁 矩 分 量 。 
作用 在 球 上 的 力矩 为 KK= [ZK 名]。 力 答 相 对 于 网 止 坐标 轴 的 分 量 为 
Kz Vad Ky= 一 Fa 和 -和 的 := 一 Fa 2. 
2. 访 一 均匀 磁化 球 绕 与 磁化 方向 相合 的 轴 而 匀速 转动 , 试 求 均匀 磁化 球 
. 的 一 极 和 赤道 下 所 发 生 的 单 极 感 应 电动 势 ( 寡 关 图 27)。 
、 “ 解 . 球 所 产生 的 磁场 对 于 入 动 轴 是 对 称 的 ， 而 且 矢 量 B 处 处 在 子 午 而 
内 ( 朗 实 量 B, 4 和 是 共 面 的 )。 由 直接 的 计算 可 知 或 简单 地 注意 到 ， 在 恒 
定 场 内 , rot[yB] 和 答 出 矢量 马 相对 于 炉 动 物体 的 变化 的 (49.7) 式 相同 。 在 
现在 的 情况 下 , 场 的 对 称 性 使 这 种 变化 等 于 零 。 对 转动 轴 的 40 段 和 个 径 OB 
进行 积分 , 我 个 得 到 


1 Fp BoQa? 
外 一 {BQrar = 96 


0 
(a 为 球 的 个 径 , Bo 为 球 内 的 磁感应 )。 在 均匀 磁化 球 内 (没有 外 加 磁场 ), 磁 感 
应 和 磁化 强 认 的 关 科 由 方程 B。+2 玉 =0 [与 (8.1) 式 比 驳 ] 与 Bo 一 再 = 4r 
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.M 
3 





得 出 ， 由 此 得 到 Bo 一 <。 引进 球 的 总 磁 短 ww, 我 们 最 后 得 到 


.2H 
6= 一 —。 


CQ 
3. 试 求 通过 闭合 线性 电路 内 的 页 通 量 从 某 一 定 值 ( 下 ) 变化 到 另 一 定 信 
《@,)[ 不 管 由 任何 原因 引起 ) 时 流 过 这 电路 内 的 总 电荷。 


急 ， 所 求 的 总 电荷 为 积分 | Jdt, 其 中 J(t) 为 电路 内 的 感应 电流 。 从 数 


学 观点 看 来 , 这 积分 是 频率 为 。=9 的 国 数 7(t) 的 “ 健 立 叶 分 量 "。 因 此 ， 它 
与 电动 势 的 相应 分 量 的 关 条 式 为 

了 gat -zf Jat 

[参天 (47. 3) 式 j。 代入 200)=R (BR 六 电 味 对 量 定 电 流 的 电阻 ) 和 %= 


_l dy 
5 我 们 得 到 


于 oo 
和 
ja = 索 (®; 一下) 


§ 50。 加 : 全 度 对 电流 的 激发 
在 前 一 节 内 研究 导体 的 运动 时 ， 我 们 忽略 了 加 速度 (如 果 存 在 
的 话 ) 可 能 产生 的 影响 。 但 是 金属 的 加 速 运动 , 等 效 于 产生 一 个 附 
加 的 惯性 力作 用 在 传导 电子 上 。 如 果 v 是 导体 的 加 速度 ， 而 如是. 


电子 的 质量 , 则 这 力 等 于 一 mv。 它 对 电子 的 作用 和 强度 为 2 的 


电场 所 产生 的 作用 相同 ; 式 中 的 一 e 是 电子 的 电荷 。 由 此 可 网 ,在 
加 速 运动 的 金属 内 ， 作用 在 传导 电子 上 的 “有 效 "电场 为 


E’'= 也 十 一 六 (50. 1) 


相应 地 , 电流 密度 为 


on0 第 七 章 。 准 帮 态 电磁 所 


j=oP' -oa( E+E ) 3 (50. 2) 
把 忆 用 (50. 1D 式 的 表示 , 关 代 人 方程 z 
1 oH 
Ob 
《处 处 分 人 二 1), 于 是 
| , rot E’= -十 T+ rot > (50. 3) 
把 v 写成 相 加 形式 : 
v=u+[Qr], 


式 中 心 为 平 动 速度 ， 而 侣 为 导体 转动 的 角速度 。 对 时 调 取 微分 , 我 
们 求 得 加 速度 为 
Vv 二 +[ov]+[Eor]=a+ruo]+[oror]]- 上 [er]. 
头 两 项 与 r 无关; 因而 在 对 坐标 取 徽 分 时 等 于 需 。 第 三 项 可 以 
写 为 | 
[NLQr]]=— grad[Qr] ， 
因此 ， 它 的 旋 度 也 变 为 大 。 最 后 , rot[ 人 Or] = 二 20。 由 此 可 见 ， 把 Vv 代 . 


大 (50. 3) 式 后 , 我们 得 到 
1 9H ， 22 > 





rot 互 一 a 0, 
“或 者 、 
: 1 ?EL ， . - 
式 中 已 引入 符号 : ' 
: H'~H-22°0. (50. 5) 





€ 
因为 问 与 坐标 无 关 , 因而 方程 


i HH =- 人 


> 
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仍 保持 其 形式 不 变 , 若 把 其 中 的 HH 用 H' 来 表示 : 
rotH -ME  、 (50. 6) 


从 (50.4) 和 (50. 让 过 E, eae HH. 的 方程 为 


47o DJ 
c2. at ) 


这 个 式 子 和 静止 导体 内 H 所 满足 的 方程 相同 。 

在 导体 外 , 磁场 满足 方程 HE=0 (假定 波长 大 于 导体 六 度 ); 
而 至 也 满足 这 一 方程 。 

最 后 ,在 导体 面 上 , 除 旦 外，H’' 也 是 连续 的 。 不 同 的 只 是 在 
无 穷 ee 这 时 耳 . 趋 近 于 零 ， 而 H' 趋 近 于 一 有 限 的 及 限 
值 一 2mc 蛙 。 

- 由 此 可 网 ， 求 非 匀 速 转动 的 导体 周 图 的 交 变 磁场 H 的 问题 , 
与 求 场 强 为 


AH = 








(50. 7 让 


急 一 一 ne 
e 





0) 《50. 8) 


的 均匀 外 磁场 内 静止 导体 周围 的 磁场 H' 的 问题 完全 等 效 。 由 后 
一 问题 的 解 H' 减 去 多 , 就 可 得 到 所 求 的 导体 外 的 磁场 Hg 

这 样 产生 的 磁场 ， 和 任何 交 变 磁场 一 样 ， 在 导体 内 感 生 出 电 
流 。 在 单 联 导体 内 ， 这 种 电流 表现 为 导体 获得 磁 矩 。 在 非 匀 速 转 
动 的 回环 内 , 这 种 效应 表现 为 产生 电动 势 《 称 为 斯 近 瓦 特 - 托 耳 曙 
， 效应 )。 


| 例 题 | 
1. 缸 求 非 匀 速 转 动 球 的 磁 矩 ( 球 的 个 径 为 a)。 假 定 转动 速度 很 小 以 臻 


@@ “虽然 公式 (50.8) 内 包含 角速度 D， 而 不 是 七 对 时 间 的 导数 ， 但 上 上面 的 全 痢 推 
导 以 及 所 得 到 的 结果 , 只 是 对 辈 护 过 转动 而 时。 在 匀速 转动 时 由 于 表 转 磁 效 应 所 产生 
的 恒定 磁场 为 一 小 量 , 此 处 我 们 不 也 考虑 。 


1 
1 
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透 入 深度 5>>a。 | 
租 . 球 在 磁场 全 (t+)(50. 8) 具 获得 的 磁 短 为 
如 一 TGS 名， 


式 中 们 为 一 千 符 ， 它 对 画 数 各 人 t) 的 傅立叶 分 量 的 作用 ， 由 呈 46 例题 1 所 得 
到 的 公式 得 出 。 如 果 频 率 。 使 .5 六 a 则 对 这 一 频 厅 的 分 量 , 我 们 有 


时 [3 Ek 
Va i 


15ce 
这 个 式 子 改写 成 下 列 形 式 





4rmasoe da 
15ce dt 


后 并 不 显 式 地 包含 因而 对 未 毛 傅立叶 元 数 展开 的 画 数 2(t)、.w(t)， 也 是 
适用 的 (假定 它们 的 蝴 开 式 内 主要 只 包含 满 足 上 述 条 件 的 频 李 ) o 

2. 假设 和 加 环 综 与 线 面 垂直 的 轴 而 匀速 地 灶 劲 ， 试 求 与 速 转 动 停止 时 帮 
屿 环 内 流 过 的 总 电荷 。 

解 . 在 $ 49 例题 3 所 得 到 的 公式 闪 ， 必须 把 下 理解 为 名 场 的 通 量 





. 席 一 


\ . (50. 8)。 于 是 角 速 底 从 9 变化 到 夫 时 流 过 彻 回环 的 总 电荷 为 


2mec Co moV 0 
fra- nb? 2 








(2 为 辕 环 牛 径 ， 六 为 导线 的 体积 )。 
3. 试 求 与 速 转 动 停 止 时 超 导 圆 环 内 所 发 生 的 电流 。 
解 . 从 通过 网 环 的 总 磁 通 量 不 变 的 条 件 [ 疹 关 (42. 5)], 我 们 得 到 
卫 一 2 _ mob2 


027b2 = 
: | ln 一 ?| 4 





( 工 的 值 参 陪 237 页 上 的 底 注 )。 


